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1 Mnoziny

Dalo by se fict, Ze mnoziny jsou zakladni kameny, na kterych budujeme celou mate-
matiku, a v podstaté véechno, s ¢im se v matematice potkavate, se da formalné definovat
jako mnozina. Intuitivné chapeme, Ze mnozina je prosté néjaky pytlik, do kterého mu-
Zzeme hazet rizné prvky. Vybudovat poradné (axiomaticky) teorii mnoZin da ale docela
zabrat.

Problém nastava, kdyZ mnozZiny zacinaji byt pfilis velké. Ukazuje se, Ze nemtZeme
tfeba chtit mit mnozinu vsech mnozin. DuleZitym bodem v rozvoji teorie mnoZin byl
takzvany Russeltv paradox: uvazme mnozinu vSech mnozin, které nejsou samy svymi
prvky. Je takova mnozina prvkem sebe samé?

Nam ale bude stacit pracovat s mnozinami naivné tak, jak je chapeme intuitivné, a
pamatovat na to, Ze co se opravdu velkych mnozin tyce, musime byt trochu opatrni.

1.1 Zakladni pojmy a znaceni

Standardni je, pokud to dava smysl, znacit mnoziny velkymi pismeny a jejich prvky
malymi pismeny. Kdyz chceme vyjadrit, Ze aje v A, piSeme a € A. MnoZinu miZeme zadat
vyctem jejich prvku tfeba takto: A = {1,2,3}, B = {3,4}. Prazdnou mnozinu (neobsahujici
ani jeden prvek) budeme znacit 0.

Zakladnimi operacemi s mnozinami jsou prunik A N B = {3}, coZ je mnozina téch
prvkd, které lezi jak v jedné, tak i ve druhé mnoziné, sjednoceni AU B ={1,2, 3,4}, coz je
mnozina prvkil lezicich alespon v jedné z danych mnozin, a rozdil A\ B = {1, 2}, jemuz
nalezi prvky lezZici v prvni mnozZiné, ale ne ve druhé. Potkat se miiZete jeSté se symet-
rickym rozdilem A + B = {1, 2,4}, mnozinou prvk nalezicich pravé jedné z danych dvou
mnozin.

Velice diilezitou operaci na mnozinach je kartézsky soucin dvou (a vice) mnozin. Zna-
¢ime ho A x B a jde o mnozinu vSech dvojic (a,b), kde a € A,b € B. V naSem pfipadé jde
tedy o mnozinu A x B={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}.

Podmnozinou mnoziny A rozumime jakoukoli mnozinu C takovou, ze kazdy prvek
mnoziny C nélezi i A. Tuto skute¢nost zna¢ime C C A. Casto se hodi uvazovat mnozinu
vSech podmnozin néjaké mnoziny, kterou budeme znacit P(A). V nasem pripadé P(A) =
{0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1, 2, 3}}.

2 Usporadani
Nejprve definujeme pojem (binarni) relace. Relace popisuji néjaké vztahy mezi prvky

dvou (¢asto stejnych) mnozin.
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Definice: Bindrni relace R mezi mnozinami A a B je podmnozina jejich kartézského sou-
¢inu A x B. Pokud A = B, fikame, zZe jde o relaci na mnoziné A. Skutecnost, Ze dva prvky
a a b jsou v relaci, tedy (a,b) € R, znacime aRb.

Relaci znate spoustu: vSechna zobrazeni (dvojice vzor-obraz), rovnost (kazdy prvek je
v relaci pouze sam se sebou), kongruence (celé ¢islo je v relaci s kazdym dal$im celym
Cislem, které dava stejny zbytek po déleni) a také usporadani (prvek je v relaci s kazdym
prvkem, ktery je vétsi nez on).

Definice: Uspordddnim na mnoziné A nazveme relaci < na mnoziné A, ktera je
1. reflexivni: kazdy prvek je v relaci sam se sebou, pro kazdé a € A plati, Ze a < g;
2. antisymetricka: pokud a < b a b < g, tak nutné plati a = b;
3. tranzitivni: pokuda<bab<c,takia<c.

Mnozinu s uspofadanim nazyvame uspofadanou mnozinou (pokud mnoZina neni line-
arné usporadana (viz dale), pouziva se nékdy termin castecné usporadana mnozina). Po-
kud je dilezité specifikovat, jaké usporadani mame na mysli, piSeme ji jako dvojici (A, <).

Priklady usporadani jsou samozfejmé zejména ta, ktera dobfe zname: standardni
uspofadani na pfirozenych, celych, racionalnich a realnych ¢islech.

Uspofadani mtizeme znazortiovat diagramy. Cara mezi dvéma prvky znamena, Ze ten
nahote je vétsi nez ten dole. Cary vétsinou kreslime jen mezi témi dvojicemi prvki, mezi
kterymi uz zadny dal$i neni, ty které plynou z tranzitivity, pro jednoduchost vynecha-
vame. Takto bychom mohli znazornit ¢ast diagramu usporadani pfirozenych cisel:

Toto usporadani je hezké tim, ze kazdé dva prvky lze porovnat. To ale obecné platit
nemusi. Usporadejme prvky P({1,2,3}) podle inkluze, usporadanim C:
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Prirozena cisla je mozné kromé standardniho usporadani usporadat pomoci délitel-
nosti: m "je mensi nez"n, pravé kdyz m|n. Dostaneme uspofadanou mnozinu (N, |). Ovérte
si, Ze plati antisymetrie a tranzitivita (a vysvétlete, pro¢ na celych ¢islech by neslo o uspo-
fadani). Na nasledujicim diagramu je vyobrazeno uspofadani prirozenych délitelt 20.
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Podivejme se na nékolik uzitecnych druht usporadani:
Linearni uspofadani: O usporfadani fekneme, Ze je linearni, pokud kazdé dva prvky
jsou navzajem porovnatelné (jeden z nich je mensi nez ten druhy). Také se mu fika reté-

zec, protoze presné tak by vypadal jeho diagram. Prikladem je standardni usporadani na
realnych, celych nebo pfirozenych ¢islech.

Dobré uspofadani: To vyzaduje, aby v kazdé neprazdné podmnoziné nosné mnoziny
(tj. mnoziny prvkda, které usporadavame) existoval nejmensi prvek. Zejména to znamena,
ze kazdé dobré usporadani musi byt linearni, protoze existuji nejmensi prvky dvouprv-
kovych podmnozin. Naopak ale linearni usporadani nemusi byt dobré - tfeba standardni
usporadani na celych ¢islech je linearni, ale ne dobré, nebot celd mnozina nema nejmensi
prvek.

Dobra usporadani jsou diilezita, protoze pro dobfe usporadané mnoziny lze zobecnit
matematickou indukci. To, zda je mozné libovolnou mnozinu dobfe uspofadat, je tvrzeni
ekvivalentni axiomu vybéru.

Antifetézec: Antifetézec je usporadani, kde zadné prvky nejsou porovnatelné. Jakozto

relace obsahuje jen dvojice stejnych prvki a je to v jistém smyslu to nejmensi usporadani,
které na dané mnoziné existuje.
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Lexikografické uspofadani: Kdyz usporadavame prvky, které jsou samy n-tice uz uspo-
fadanych prvki néjaké mnoZiny, mizZeme je usporadat lexikograficky — jako ve slovniku.
Nejprve porovnavame podle prvni slozky, pokud jsou stejné, podle druhé atd.

Napriklad body v roviné reprezentované jako dvojice soufadnic miizeme usporadat
lexikograficky. Geometricky to znamena, ze "¢im vic je bod vpravo, tim je vétsi; a pokud
jsou dva body stejné vpravo, vétsi je ten, ktery je vys".

Typicky lexikograficky uspofddavame takové mnoziny, Ze ptivodni uspofadani, po-
moci kterého porovnavame jednotlivé slozky, je linearni. Potom i vysledné lexikografické
usporadani bude linearni.

2.1 Nejmensi a nejvétsi prvky

Casto chceme mluvit o v néjakém smyslu nejmensich nebo nejvétsich prvcich néjaké
mnoziny:

Definice: Necht <je usporadani na mnoziné A. Prvek a € A nazveme nejmensim prvkem,
pokud pro libovolné b € A platia < b.
Dualné nejvétsim prvkem rozumime prvek, ktery je vétsi nez kterykoli jiny.

Priklady: Standardné usporadana cela ¢isla nemaji nejmensi ani nejvétsi prvek. Inter-
val (0,1] ma nejvétsi prvek 1, ale nema nejmensi prvek. Pfirozena ¢isla s nulou uspota-
dana podle délitelnosti maji nejmensi prvek 1 a nejvétsi prvek 0.

Definice: Necht < je usporadani na mnoziné A. Prvek a € A nazveme minimdlnim prv-
kem, pokud neexistuje Zadné b € A rizné od a, pro které plati b <a.
Dualné maximdlnim prvkem rozumime takovy, Ze neexistuje zadny ostfe vétsi.

Priklady: Pokud ma mnoZina nejmensi prvek, pak je to také jeji jediny minimalni
prvek. V antifetézci je kazdy prvek minimalni i maximalni, ale (za pfedpokladu, Ze ob-
sahuje alespori dva prvky) nejmensi ani nejvétsi prvek neexistuje.

U nejvétsich a nejmens$ich prvku je casto potiz s tim, Ze neexistuji. Nasledujici de-

finice je motivovana zejména tim, Ze suprema a infima existuji pro vSechny ohranic¢ené
neprazdné podmnoziny realnych ¢isel:

Definice: Necht <je usporadanina mnoZiné A a B C A je néjaka podmnozina A. Infimum
dané mnoziny, pokud existuje, je jeji nejvétsi dolni zavora, tedy nejvétsi prvek takovy, ze
je mensi nebo roven libovolnému prvku z B.

Dualné supremum dané mnoziny, pokud existuje, je jeji nejmensi horni zavora, tedy
nejmensi prvek takovy, ze je vétsi nebo roven libovolnému prvku z B.

Priklady: Ma-li mnozina nejmensi, respektive nejvétsi prvek, je jejim infimem, resp.
supremem. Supremum mnoziny {3;3,1;3,14;3,141;3,1415;...} v realnych dcislech je m,
jeji supremum v racionalnich ¢islech neexistuje. V mnoziné pfirozenych ¢isel usporada-
nych délitelnosti je infimum nékolika ¢isel rovno jejich nejvétsimu spole¢nému déliteli a
supremum jejich nejmensimu spole¢nému nasobku. V usporfadani mnozin podle inkluze
(uspofadani C) odpovidaji infima priniku a suprema sjednoceni mnozin.

Trosku matouci midze byt, co znamena infimum a supremum prazdné mnoziny. In-
fimum je nejvétsi dolni zadvora — pro prazdnou mnozinu je libovolny prvek dolni zavo-
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rou (jelikoz prazdna mnozina nema zadné prvky, jakékoli tvrzeni "pro libovolny prvek z
(..." trivialné plati). Nejvétsi dolni zavora je tedy nejvétsi prvek celé mnoZiny. Analogicky
supremum prazdné mnoziny je nejmensi prvek.

3 Zobrazeni mezi uspofadanymi mnozinami

Kdyz pracujeme s mnozinami, velmi ¢asto nas zajimaji zobrazeni mezi nimi. My jsme
si na mnozinach definovali navic néjakou strukturu — usporadani. V takovou chvili je
prirozené se ptat, jestli zobrazeni nasi strukturu zachovavaji. Pokud v nasi mnoziné jsou
dva porovnatelné prvky, "hezké" zobrazeni by je mélo zobrazit tak, aby obraz mensiho
byl mensi nez obraz vétsiho.

Ale nejprve par definic:

Definice: Zobrazeni mezi mnozinami A a B je relace f C A x B, takova, ze kazdy prvek
z A (vzor) je v relaci s pravé jednim prvkem z B (jeho obraz). Namisto (a,b) € f piSeme
f(a)=0b.

Zobrazeni se nazyva injektivni, pokud dva rtzné prvky maji vidy rtzné obrazy, a
surjektivni, pokud kazdy prvek mnoziny B je obrazem néjakého (ne nutné jediného) prvku
z A. Zobrazeni, které je injektivni i surjektivni, se nazyva bijekce.

Kazdé bijektivni zobrazeni f : A — B m4 inverzni zobrazeni f~! : B — A, které kaz-
dému prvku z B piitadi jeho jediny vzor v A. Potom plati f(f~'(b)) =b a f~!(f(a)) = a,
tedy jejich slozeni v obou smérech jsou identity.

Definice: Zobrazeni f mezi usporadanymi mnozinami (A, <) a (B, <) nazveme izotonni,
pokud a < b implikuje f(a) < f(b) pro libovolnou dvojici prvku a, b.

Priklady: Kazdé konstantni zobrazeni (zobrazeni, které vSechny prvky posle na stejny
obraz) je izotonni, protoze nerovnost mezi obrazy plyne z reflexivity.

Definujme dvé rfizna uspoiadani na mnoziné R? dvojic realnych ¢isel: (a,b) C (c,d),
pokud a < ¢ a zaroven b < d; a usporadani < lexikografické, tedy (a,b) < (c,d), pokud
a<cneboa=cb<d.Potom zobrazeni (]R2, C)— (]Rz, <), které je na nosnych mnozinach
identita (kazdy bod zobrazi sam na sebe), je izotonni, ale inverzni zobrazeni (R?, <) —
(R?,C) izotonni neni.

Dalsi priklady (diagramy z puntikl a ¢ar znazorruji usporadané mnoziny, Sipky s
ocaskem ukazuji, kam se ktery prvek zobrazi):

/

|

—

Definice: Zobrazeni mezi dvéma uspofadanymi mnozinami je izomorfismus (uspordada-
nych mnozin), pokud je bijektivni a ono i jeho inverze jsou izotonni.
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Izomorfismus mtizeme chapat jako slabsi verzi rovnosti mezi néjakymi dvéma objekty
(moZna uz jste slyseli tfeba o izomorfismech grup nebo jinych algebraickych struktur).
Kdyz chceme fict, Ze dvé usporadani jsou "stejnd", vyZadovat striktni mnozinovou rov-
nost by bylo ve vétsiné situaci prilis silné — casto se neptame, jestli jsou totozné jakozto
mnoziny (to znamena maji i stejné prvky), ale jen jestli maji stejnou "strukturu", jestli
jsou usporadané stejnym zpusobem:

| |
NSNS

e

Pozor, ovérit, ze i inverzni zobrazeni je izotonni, je dulezité! Nasledujici obrazek uka-
zuje zobrazeni, které je izotonni bijekce, ale neni izomorfismus (pro¢ inverzni zobrazeni
neni izotonni?):

4 Dualita

Stejné jako jsme na prirozenych cislech uvazovali usporadani <, mohli jsme praco-
vat i s dudlnim usporadanim >. Obecné plati, ze kdyz celé usporadani "obratime vzhtru
nohama" (formalnéji vezmeme inverzni relaci), opét nam vznikne uspofadani (ne nutné
stejné jako to ptivodni). Toto jednoduché pozorovani nam muiize usetfit hromadu prace
pri ditkazech:

Piiklad 1: Dokazte, Ze pokud ma usporadani nejvétsi prvek, je to jeho jediny maximalni
prvek, a Ze pokud ma nejmensi prvek, je to jeho jediny minimalni prvek.

Reseni: Uk4zeme nejprve prvni ¢ast. Predpokladejme, ze mame uspoiadanou mno-
Zinu (X, <) a jeji nejvétsi prvek m. Pripustme, Ze existuje prvek x € X, Ze m < x. JelikoZ je
m nejvétsi, plati také x < m, a z antisymetrie tedy x = m. Proto m je maximalni.

Dale pfipustme, Ze existuje jiny maximalni prvek m’. I pro ten musi platit m’ < m, a
tedy pokud m” ma byt maximalni, musi byt m’ = m. Dokazali jsme tedy, Ze je jediny.
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Druhé tvrzeni by se dalo dokazat velmi podobné, ale je to jesté snazsi. Jeho pravdi-
vost plyne pfimo z prvniho tvrzeni: to jsme dokazali pro vSechna usporadani, tedy i pro
usporadani dualni k libovolnému jinému. V tomto dualnim usporadani prejdou maxi-
malni prvky na minimalni a nejvétsi na nejmensi. Pro ty musi platit prvni tvrzeni, takze
v ptvodnim usporadani musi platit tvrzeni k nému dualni — to druhé.

Diky dualité mizeme tedy z platného tvrzeni o usporadanych mnozinach vytvorit
platné dualni tvrzeni systematickym nahrazenim pojmi, které mezi sebou pfechazeji. V
tomto textu jsme potkali tyto dvojice:

nejvétsi prvek nejmensi prvek

maximalni prvek | minimalni prvek

supremum infimum

Piiklad 2: Dokazte, Ze pokud supremum néjaké mnoziny existuje, je ur¢eno jedno-
znacné. Z duality vyvod'te, Ze totéZ plati pro infima.

Piiklad 3: Dokazte, Ze v usporadané mnoziné existuji suprema vsech podmnozin pravé
tehdy, kdyZ existuji infima vSech podmnozZin.
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