BRnénsky KOrespondencni Seminar

XXXII. rocnik
2025/2026



XXXII. ro¢nik BRKOS 2025/2026

Pomocny text ke 4. sérii

A TEORIE CISEL L3

autor: Tonda

1 Uvod

Fermat, Lagrange, Gauss a Euler,
koupili si novej bojler.
Doma jim vSak vybouchl,
vsechny pékné osplouchl.
Popalil jim pilku tfisel,

a tak zacli délat
TEORII CISEL

Teorie Cisel se zabyva cisly, to asi dava smysl. Konkrétnéji jde vétSinou o néjakeé al-
gebraické vlastnosti celych cisel. V tomto textu si ukazeme par tvrzeni o celych ¢islech,
ktera mozna vétsina z vas zna, text je tedy urcen spise zacatecnikim. Vzdy, kdyz v tomto
textu Ctete slovo Cislo, je tim mysleno celé ¢islo.

2 Délitelnost

S délenim se kazdy setkal uz na zakladce. A uz tehdy jsme si asi povsimli zakladniho
konceptu teorie ¢isel - délitelnosti. Nékdy to prosté jde vydélit hezky, nékdy ne a néco
nam zbyde.

Pozdéji jsme se dozvédéli o kritériech délitelnosti, napt. ,cCislo je délitelné deviti,
pravé tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je délitelny deviti“.

Ukazeme si, ze vsechna tato kritéria plati mnohem silnéji.

Definice: Rekneme, Ze Cislo a je délitelné cislem b, jestlize existuje Cislo ¢ takové, zZe
c-b = a. Piseme bla.

To asi neni nic nového, pojdme dal.

Definice: Rekneme, Ze ¢islo a je kongruentni s ¢islem b modulo 7 (piseme a = b (mod n)),
jestlize n|(a—"D).

Intuitivné to znamena, Ze a a b davaji stejny zbytek po déleni ¢islem n. Napiiklad
tedy 3 =8 (mod 5), 11 = -1 (mod 3),....

Ultra jednoduse se oveéri, ze relace = je ekvivalence. Tfidam ekvivalence fikame zbyt-
kové tridy.

Piiklad 1: Urcete vsechna celociselna feSeni rovnice 6x+1 = 3y + 2.
Staci se na tuhle rovnici podivat modulo 3, na levé strané dostaneme 1, nebot 3|6x, na
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pravé strané dostavame 2, nebot 3|3y. Celkem tedy
1 =2 (mod 3),

coz je blbost a rovnice nema feSeni.

Véta 1 (Kritérium délitelnosti 9): Necht CS(n) znadi ciferny soucet ¢isla n. Potom CS(n) =
n (mod 9).

Dukaz: ZapiSme ¢islo n v desitkovém zapisu jako
n=ag+a-10+ay-10>+a5-103+---+a, -10"

Podivejme se na celou rovnici modulo 9. JelikozZ ¢islo 10 dava zbytek 1, 10" = 1" = 1.
Proton=ag+ay;+a,+---+a, = CS(n) (mod 9).

Tedy kritérium délitelnosti deviti nefika pouze, Ze ¢islo je délitelné pravé kdyz ciferny
soucet je. Cislo a jeho ciferny soucet davaji dokonce stejny zbytek po déleni 9.

Mizete si to stejnym zplusobem vyzkouset pro dalsi kritéria, ktera znate.

Také jste se ve skole ucili, jak hledat nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spole¢ny
nasobek. Jedna moznost je hledani pomoci rozkladu na prvocisla, coz je sice super, ale
obecné nezvladneme ¢islo rozlozit na prvocisla. Dalsi zptsob je takzvany Eukleidav al-
goritmus. Eukleid@iv algoritmus je zaloZen na déleni se zbytkem. Méjme dvé cela cisla
a,b € Z. Cilem je nalézt jejich nejvétsi spole¢ny délitel gcd(a, b) pomoci eukleidovského
déleni se zbytkem.

Piiklad 2: Najdi nejvétsi spolecny délitel ¢isel gcd(252,105) Postupujeme iteraci algo-
ritmur; | =q;-r;+r;, kderg=aar =b:

252=2-105+42 déleni se zbytkem: r, = 42
105=2-42+21 déleni se zbytkem: r3 = 21
42=2-21+0 déleni se zbytkem: ry = 0

Zavér: Protoze ry = 0, nejvétsim spole¢nym délitelem je posledni nenulovy zbytek
r3 = 21.
gcd(252,105) =21

Bezoutova rovnost (Zpétny chod)

Pomoci Eukleidova algoritmu jsme navic schopni vyjadrit nejvétsi spolecny délitel
dvou cisel jako linearni kombinaci téchto ¢isel. Tedy najit ¢isla k a I takova, ze k-a+1-b =
gcd(a, b).

21=105-2-42
21=105-2-(252-2-105)
21=5-105-2-252
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Prvky 5 a —2 jsou hledané Bezoutovy koeficienty.
Pfesurime se k dalsim cool vécem, které uvedu bez dukazu.

Véta 2 (Mala Fermatova véta): Necht p je prvocislo a a libovolné ¢islo. Potom a? =
a (mod p)

Disledek: Necht p je prvocislo a a je nesoudélné s p. Potom aP~! =1 (mod p).

Piiklad 3: Urcete, jaky zbytek dava ¢islo 4%°7 po déleni 5.

Ztejmé je prvocislo 5 nesoudélné s ¢islem 4. Proto podle diisledku Malé Fermatovy véty
plati:
4* =1 (mod 5).
Umocnénim celé rovnice na 239 dostaneme
4%5% =1 (mod 5).
No, a vime, Ze
477 =470 4=1.4=4

Pokracujme na zobecnéni této véty:

Definice: Eulerova funkce z pfirozeného cisla n (psano ¢(n)) udava pocet prirozenych
¢isel mensich nebo rovnych #, ktera jsou s n nesoudélna.

Piiklad 4: Spoctéme ¢(6). S Sestkou je nesoudélna pouze jednicka a pétka, proto ¢(6) =
2.

Takovyhle postup by byl asi docela neefektivni pro velka ¢isla. Ukazme si tedy vzo-
rec, jak efektivné vypocitat Eulerovu funkci z ¢isla, které zvladneme rozlozit na soucin
prvocisel.

Véta 3: Pro nesoudélna ¢isla a, b plati, Ze @(a-b) = ¢(a)- @(b).
Véta 4: Pro Cislo tvaru p”, kde p je prvocislo plati, ze ¢(p") = (p—1)p" .

V praxi tedy rozloZime ¢islo na prvocisla a ur¢ujeme Eulerovu funkci podle vzorce.

Piiklad 5: Vypocitej ¢(135).
135 =33.5, tedy podle vzorcti:

(135) = @(3%)-@(5)=2-3%-4=72.

Véta 5 (Eulerova véta): Necht a je nesoudélné s ¢islem n. Potom

a®™ =1 (mod n).
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Piiklad 6: Urcete posledni cifru &isla 7115,
Posledni cifra je vlastné zbytek po déleni 10, zajima nés tedy 7'!5 (mod 10). @(10) = 4.
Proto podle Eulerovy véty 74 = 1. Umocnénim na 28 dostavame 7!12 = 1. Zaroveri ale

7115 — 7112 /73 _ 73 _ 343 = 3,
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