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Pomocny text ke 3. sérii

YA POSLOUPNOSTI LX

autor: Adéla Heroudkovd

Posloupnosti predstavuji jeden ze zakladnich objektti matematiky. Mizeme je najit
v mnoha podobach, jak v ulohach z matematické olympiady, tak ve vyssi matematice.
Jednak mtzZeme zkoumat jejich vlastnosti, ale mGZeme je vyuzit i k feseni jinych mate-
matickych problém.

Velice uzite¢nym nastrojem pifi praci s posloupnostmi je matematicka indukce, které
se budeme vénovat v druhé ¢asti studijniho textu. Obecné je ale prace s posloupnostmi
velice pestra a nejde urcit jeden pristup, ktery by vzdy fungoval.

Zakladni pojmy

Posloupnost je funkce
a:N->R, ne a,.

Zapisuje se jako (a,);~; nebo jednoduse (a,).
Kazdému pfirozenému ¢islu n je pfifazen pravé jeden realny prvek a,,, ktery nazyvame
n-ty ¢len posloupnosti. Posloupnost miize byt definovana nékolika zptisoby: rekurentné,

explicitnim vzorcem nebo popisem urcitého pravidla.

Typy a pfiklady posloupnosti

Rekurentné definovana posloupnost: Takova posloupnost je definovana na zakladé
svych predchozich ¢lent:

a, =Cay_1 +Cay_o+-+Cray_k+ b.

Explicitné definovana posloupnost: Takova posloupnost je definovana pomoci hodnot
realné funkce v pfirozenych c¢islech

ay = f(n)

Obé definice maji své vyhody a nevyhody. Rekurentni vyjadfeni nam lépe ukazuje,
jak se posloupnost chova. Téz je velice uzite¢né pri dikazech matematickou indukci. Na
druhou stranu pomoci explicitniho vyjadfeni miizeme velice rychle ziskat hodnotu v n-
tém clenu.

Jsou posloupnosti, které jdou zadefinovat obéma zptsoby. Uved me si dva jednoduché
priklady:

Aritmeticka posloupnost: Jedna se o posloupnost, kde je rozdil dvou po sobé jdoucich
¢lent konstantni.

 Explicitni vyjadfeni: a, = ay + (n—1)d.
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* Rekurentni vyjadfeni: a, =a, 1 +d

Konstanta d se nazyva diference.

Priklad: 1,2,3,4,5,6,7,8,...

Geometricka posloupnost: Zde je pomér dvou po sobé jdoucich ¢lent konstantni:
« Explicitni vyjadfeni: a, = a;q" .
* Rekurentni vyjadfeni: a,, =a, 19

Konstanta g se nazyva kvocient.
Priklad: 1,2,4,8,16,32,...

Fibonacciho posloupnost: Jedna se o jednu z nejznaméjsich posloupnosti. A mizeme
ji objevit nejen v rtiznych castech matematiky, ale i v pfirodnich strukturach.

* Rekurentni vyjadfeni: F =0, Fy=1, F,=F, 1+F,

* Explicitni vyjadreni:

Zacatek posloupnosti: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,45, ...

Zde mUzeme vidét priklad posloupnosti, kde sice explicitni vyjadfeni mame, ale s re-
kurentni definici se nam bude pracovat o hodné lépe.

Fibonacciho posloupnost ma spoustu zajimavych vlastnosti, které miiZzou pfijit vhod
i pfi feseni tloh z matematické olympiady a jsou hezky popsané na anglické Wikipedii
Fibonacci sequence.

Recamanova posloupnost: Jedna se o priklad jiz slozitéji definované posloupnosti
a,-1—n, pokuda, ;—n>0ajesté se nevyskytlo,
ag=0, a, =
a, 1 +mn, jinak

Zacatek posloupnosti: 0,1,3,6,2,7,13,20,12,21,11,22,10,...

Dalsi vlastnosti posloupnosti

Pri feseni se miize hodit zkoumat nasledujici vlastnosti posloupnosti
* rostouci/klesajici — zda posloupnost monoténné roste ¢i klesa,
* omezena/neomezena — zda existuji hranice, které neprekroci,

* podposloupnost — posloupnost vznikla volbou ¢asti ¢lend,
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* periodicka — existuje k € N tak, Ze pro vSechna n plati

An+k = An-
Nejmensi takové k nazyvame perioda posloupnosti. Prikladem je napft.

a,=(-1)" (perioda 2).

Matematicka indukce

Matematicka indukce je jednim z nejdilezitéjsich nastrojii pfi praci s posloupnostmi.
Umoznuje napfiklad dokazat vzorce pro soucty, rovnosti mezi ¢leny nebo vlastnosti re-
kurentné definovanych posloupnosti. V. mnoha pfipadech je to nejpfirozenéjsi (a nékdy
jediny efektivni) zptisob, jak ditkaz provést.

Pojd'me si tedy ukazat, jak dikaz matematickou indukci funguje.

» Zakladni (Bazovy) krok: Ovérime, ze tvrzeni plati pro poc¢ate¢ni hodnotu (bazi),
obvykle n =0 nebon =1.

* Indukéni krok: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro néjaké n (tomuto predpokladu
fikame indukéni predpoklad), a ukdZeme, Ze z toho nutné plyne platnost tvrzeni i
pron+1.

Pokud jsou oba kroky splnény, mame jistotu, Ze tvrzeni plati pro vsechna pfirozena
disla.

Vyfesené priklady

Piiklad 1: Najdéte explicitni vzorec rekurentné definované posloupnosti (najdéte a
dokazte predpis pro n-ty clen)

ag =3, Ay =a,+1.

Reseni: Jedné se o jednoduchou rekurenci, kde se kazdy ¢len zvétsi o 1. Nékdy je
uzite¢né rozepsat nékolik prvnich ¢lent:

31:4, 112:5, [13:6.

Vidime tak pravidlo, které 1ze snadno zobecnit: po n krocich se k pocate¢ni hodnoté 3
pricte n jednicek.
Nyni pomoci indukce ovéime, Ze skutecné plati vzorec:

a,=3+n.

Zakladni krok: Pro n = 0 dostaneme ay = 3 = 3+ 0, a tedy vzorec skute¢né plati.
Induk¢ni krok: Predpokladejme, Ze pro n plati a, = 3+n. Nyni se podivejme na prvek
a,.1- Z definice vime, Ze
Apy1 =ap+1,

nyni mizZeme pouzit indukéni pfedpoklad
A1 =a,+1=3+n+1=3+(n+1).
Tudiz z indukce skute¢né plyne, zZe

a,=3+n.
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Piiklad 2: Dokazte, Ze pro Fibonacciho ¢isla plati

Fi:F1+F2+"'+Fn:Fn+2—]., n>1.

n
=1

1

Tento vzorec je jednim z klasickych vztaha pro Fibonacciho posloupnost a ukazuje,
Ze soucet prvnich n ¢lent l1ze vyjadrit jedinym dalsim Fibonacciho ¢islem.

Reseni: Provedeme dtikaz indukci.

Zakladni krok: Protoze soucet jde od F; a ne od F je zékladni krok pro n = 1:

1
ZFi:Flzl, F3-1=2-1=1.
i=1

Tvrzeni tedy plati.
Induk¢ni krok. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n, tj.

n
Y Fi=Fuo-1.
i=1

Chceme dokazat tvrzeni pro n+ 1. Sumu si miizeme rozepsat na nasledujici soucet

n+1 n

) Fi=) Fi+Fu.
i=1 i=1

Nyni mGZeme vyuzit indukéni predpoklad a dostaneme

n+1 n

Y Fi=) Fi+Fuy=Fup-1+Fy.
i=1 i=1

Nyni pouzijeme rekurentni definici ¢lent posloupnosti a dostaneme:

n+1 n

Y Fi=) Fi+Fuy=Fug—1+Fu = By + Ft) = 1= Fuya - 1
i=1 i=1
Tim je induk¢ni krok splnén a tvrzeni plati pro véechna n > 1.

o.1 Dodatek k dikazu indukci

Toto byly priklady dvou velice jednoduchych indukci. Obcas nestaci predpokladat,
Ze dané tvrzeni plati pro 1, a z toho dokazat, ze to plati pro n + 1. Mnohdy je lepsi pred-
pokladat, ze tvrzeni plati pro vSechna k < n. Mohlo by se totiz tfeba stat, Zze v induk¢nim
kroku budeme potfebovat pouzit, Ze vzorec plati pro n— 2.

Dale se muzZe stat, Ze budeme muset délat indukci zvlast treba pro suda a licha cisla.
Obecné indukce mize mit mnoho podob, ale idea je vzdy stejna: dokdZeme néco pro bazi
a pak dokazeme, ze pokud néjaké tvrzeni plati pro mensi ¢isla, bude platit i pro vétsi
cislo.

Upozornéni: Bazovy krok je velice klicovy, nikdy nepfeskakovat! Téz je dilezité si
vzdy uvédomit, co je to nejmensi ¢islo, pro které tvrzeni chceme dokazat. Muze se tfeba
stat, Zze pro ¢isla 1, 2, 3 budeme muset tvrzeni dokazat explicitné a indukce bude fungovat
azod n=4.
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1 Zajimavé piiklady s posloupnostmi

Piiklad 3: Méjme rekurzivné definovanou posloupnost 4,1 = ﬁ Predpokladejme,
Ze a; = appp. Urcete soucet ¢tvercl vSech moznych hodnot, kterych mtze nabyvat a;.
(Singapore Mathematical Olympiad 2012)

Piiklad 4: Méjme rekurzivné definovanou posloupnost

n+1 1
Apy1 = m(xn + E)'

kde a; = %. Urcete hodnotu a5¢;4. (German Mathematical Olympiad 2016)

Piiklad 5: Pro kazdé prirozené Cislo ay > 1, definujme posloupnost ag,a;,4a,,..., jako

\Va,,  +/a, je pfirozené ¢islo
Anyl =

a,+3, jinak

pro kazdé cislo n > 0. Najdéte vSechny hodnoty 4, pro které existuje ¢islo A takové, zZe
a, = A pro nekone¢né mnoho hodnot n. (Problem 1, IMO 2017)
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