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Pomocny text k 1. sérii

. MATEMATICKE Ua\
DUKAZY

autor: Adéla Heroudkovd

Tento text ma slouZit jako uplny zaklad k dikaztm pro resitele, ktefi mozna nikdy
poradny diikaz nevidéli. Pokud jsi uz nékdy dtkazy vidél, urcité ti tento text taky néco
muze dat a klidné mazZe$ preskocit aZ na sekci Typy ditkazt.

Dtukaz - Co to vlastné je?

Nez se dikladnéji pustime do tématu matematického dikazu, musime si polozit
jednu otazku: Co je to vlastné matematika? To, co se u¢ime na zakladni skole a stfedni
Skole v pfedmétu matematika, je spise pocitani, s matematikou to souvisi, ale od mate-
matiky jakozto védy je to pomérné daleko. To, co se ucime ve skole, je spise dlsledek
matematiky. Hlavni rozdil je v pfistupu a pouzitych technikach. Vysvétleme si to na jed-
noduchych prikladech:

 Priklad 1: Spocitejte obvod kruhu s polomérem 2 cm.

Reseni: Vzorecek pro spocitani obvod je 27tr, kde r je polomér kruhu. Dosadime-li
do vzorce, dostaneme feseni, Ze obvod kruhu o poloméru 2 cm je 2-7-2 = 4w =
12,56637... cm.

 Priklad 2: Dokazte, Ze obvod kruhu o poloméru 2x cm je dvakrat vétsi nez obvod
kruhu o poloméru x cm pro libovolné kladné realné ¢islo x.

Reseni: Obvod kruhu spocitame jako 27tr, tudiz obvod prvniho kruhu je 4x7 a dru-
hého kruhu je 2x7t. Kdyz tato ¢isla vydélime, dostaneme 4x7t : 2x7 = 2, tudiz sku-
te¢né pro libovolné kladné realné ¢islo x je obvod kruhu o poloméru 2x cm dvakrat
vétsi nez obvod kruhu o poloméru x cm. O]

Prvni priklad je spise pocetni a druhy je vice matematicky. V obou vyuzijeme mate-
matického vysledku, kterym je, Ze vzorec pro obvod kruhu o poloméru r je 27tr. V prvnim
prikladu ho ale vyuzijeme k tomu, abychom dostali konkrétni ¢iselny vysledek. V dru-
hém prikladé vyuzijeme tohoto vzorce pro to, abychom odvodili obecné tvrzeni o kruzich
a jejich obvodech. Resenim v prvnim piikladé je vypocet, fesenim v druhém ptikladé je
jiz zminovany dikaz.

Dukaz byva casto feSenim problému, ktery je natolik obecny, Ze vypoctem ¢i podi-
vanim se na vsechny moznosti je nemozné ho vyfesit. Podivejme se na nespravné reSeni
druhého prikladu:

Nespravné feseni 2. prikladu: Do vzorce pro obvod kruhu zkusime dosadit dvojice ¢i-
sel 1,2; 3,6; 1/2,1; V2,2V2. Dostaneme postupné dvojice obvodii: 21, 417; 671, 1270; 70, 277;
221, 4V2m. Vidime, Ze obvod kruhu, co ma dvakrét vétsi polomér, je ve véech piipadech
dvakrat vétsi nez obvod prvniho kruhu. Vyzkouseli jsme dosadit cela ¢isla, raciondlni i
iracionalni, tudiz to bude platit vzdy.
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Toto feseni je neplatné, protoze nam nedokazuje, Ze to bude skutecné platit i pro
vsechna ostatni kladna redlna cisla, kterych je nekonecné mnoho. Vyzkouset si, Ze tvr-
zeni, jehoZ obecnou platnost dokazujeme, skutecné plati pro néjaka jednoducha dcisla,
neni vilbec Spatny zacatek feseni daného problému. Nicméné to neni feseni, ale pozo-
rovani, které potvrzuje, Ze to tvrzeni skute¢né asi plati. I kdyz mate pocit, ze kdyz to
plati pro tyto dvojice, musi to platit i pro ostatni, neni to feSeni, ale pouze matematicka
intuice. Bohuzel matematicka intuice neni typ dtkazu, protoze to, Ze vy mate pocit, ze
to prece platit musi, protoze jinak by matematika nedavala smysl, neznamena, ze kazdy,
kdo si ten ditkaz precte, bude sdilet stejny pocit.

Odpovédét na ptvodni otazku: Co je to matematika? neni viibec jednoduché, nicméné
miiZzeme si predstavit, co jsou ty nejvétsi pilife matematiky:

¢ Definice
e Véta
e Dukaz

KdyzZ piSeme néjaky matematicky text, prvné sepiseme nebo pfipomeneme c¢tenari
definice zakladnich pojmt, se kterymi budeme pracovat. Napfiklad v pripadé nasich
priklad@ bychom mohli pfipomenout definice pojmt kruh, polomér a obvod. Nasledné
vétou, kterou se zabyvame, je Priklad 2: Dokazte, ze obvod kruhu o poloméru 2x cm je
dvakrat vétsi nez obvod kruhu o poloméru x cm pro libovolné kladné realné cislo x. A
nase feseni je duikaz této véty.

Je tézké fict, co je to matematika, nicméné je jednodussi vysvétlit, co déla matematik:
Vymysli nové definice, zkouma vlastnosti téchto novych véci (nebo si postaci se starymi
znamymi pojmy) a pise o nich véty, které nasledné dokazuje.

(POZNAMKA: Piedchozi odstavec neni tplné pravdivy. Protoze mame-li néjaké tvr-
zeni, u kterého matematici je$té neznaji diikaz, nefika se mu véta, ale hypotéza. Takze
korektnéji by predchozi odstavec mél znit: ... a piSe o nich hypotézy ..., nicméné to je jen
slovickareni. Pfikladem hypotéz muze byt znama Riemannova hypotéza nebo Hypotéza
prvociselnych dvojic (dvojcat).)

Typy dukazi

Naucit se psat diikazy neni viibec jednoduché a spousta studentti to poradné neumi
ani po vystudovani matematiky na vysoké skole. Aby ¢lovék mohl néjaky ditkaz vymys-
let, je dobré mit v zasobé néjaké zakladni typy dukazt, které na dané tvrzeni mize pou-
zit. V tomto textu ditkazy rozdélime do dvou kategorii: podle dikazové techniky a podle
casti matematiky, ze které je tvrzeni, které dokazujeme.

Dukazové techniky

Mezi zakladni typy dtikazi patfi pfimy dtikaz, dtikaz sporem a dtikaz indukci. Nicméné
na zavér si jesté predvedeme, jak se da dokazat ekvivalence dvou tvrzeni, coz se pfi fe-
Seni uloh téz ¢asto hodi.
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1. P¥imy dakaz

Diikaz ptimo z predpokladii, pouze za pomoci logickych tivah.

Jedna se o klasicky diikaz, ktery budete pouzivat nejcastéji. Prectete si zadani, uvidite
predpoklady k danému ptikladu a pokusite se logicky odvodit, pro¢ by tedy mélo byt
dané tvrzeni pravdivé.

 Priklad 3: Dokazte, ze soucin dvou lichych ¢isel je opét liché ¢islo

Regeni: Celé ¢islo je liché pravé tehdy, kdyz neni délitelné ¢islem 2. Mé&jme tedy
libovolna licha cisla k, I a jejich sou¢in m = k- 1. Vime, Ze 2 nedéli ani k ani [,
a protoze 2 je prvocislo, vime, ze pokud nedéli ani jednoho z ¢initeldi, nedéli ani
jejich soucin.

Ukazkou pfimého dtikazu je i feseni prikladu 2.
Dal$im typem piimého dikazu je i dikaz protipfikladem. Pojdme si ukazat jeden
nematematicky priklad:

 Priklad 4: Rozhodnéte, zda jsou vsechny kytky cervené.

Reseni: Pampeliska je cela Zluta, tudiz neni ¢ervena, a proto vSechny kytky nejsou
cervené.

2. Dikaz sporem

Pokud negace (opak) ptedpokladu z tvrzeni vede k nesmyslnému vysledku (ke sporu), je
tedy tento opacny predpoklad nepravdivy, a tedy plati jeho negace — nds piivodni predpoklad.

U tohoto typu dlikazu je dilezité si uvédomit, co je negace predpokladu z tvrzeni, které
dokazujeme. Naptiklad negace predpokladu z prikladu 4, tedy Ze vsechny kytky jsou
cervené, neni ,vSechny kytky jsou modré“, ale ,existuje kytka, ktera ¢ervena neni.”
Vsimnéme si, ze u dikazu protiptikladem je pomérné nejasné rozhodnout, zda se
jedna o primy dtikaz, ¢i ditkaz sporem. Vétsinou zalezi na formulaci jak ptvodniho tvr-
zeni, tak na formulaci feseni. Naptiklad, kdybychom pfiklad 4 vyfedili a formulovali
nasledovné, povazovala bych ho za dtikaz sporem. Nicméné idea dikazu je stejna.

 Priklad 4.b: Dokazte, Ze vSechny kytky nejsou cervené.

Reseni: Tvrzeni dokazeme sporem. Pokusme se tedy dokazat, ze viechny kytky jsou
cervené (coz je negace predpokladu ze zadani). Nyni si vezméme pampelisku. Po-
kud vsechny kytky jsou cervené, tak bud by musela byt pampeliska cervena, nebo
nebyt kytka. Nicméné pampeliska je zluta kytka. Tudiz mame spor.

I priklad 3 jde vyfesit sporem:

 Priklad 3.b: Dokazte, Ze soucin dvou lichych cisel je opét liché ¢islo.

Reseni: Provedeme dfikaz sporem. Piedpokladejme tedy, Ze existuji néjaka dveé li-
cha disla, jejichz soucin je sudé cislo. Celé cislo je sudé, pravé kdyz je délitelné
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dvéma. Dvojka je prvocislo, tudiz pokud déli soucin, musi délit alespon jednoho z
¢initel. Pokud déli jednoho z ¢initeld, tak je tento cinitel z definice ¢islo sudé, coz
je spor s tim, Ze oba ¢initelé jsou licha ¢isla.

Pojd'me si jesté ukazat dikaz sporem jednoho méné ziejmého tvrzeni.

» Priklad 5: Dokazte, ze prvocisel je nekone¢né mnoho.

Regeni: Provedeme diikaz sporem. Pfedpokladejme tedy, Ze prvocisel je konecné
mnoho, tudiz si je mGZeme oznacit py,...,p,. Vezméme si ¢isloa =p; -...-,, +1, toto
¢islo neni délitelné zadnym z prvocisel py, ..., p,,,, tudiz jedinymi déliteli tohoto cisla
jsou 1 a a. Coz implikuje, Ze a je prvocislo, coz je spor, protoze a je o jedna vétsi nez
soucin vSech prvocisel, tudiz neni v nasi kone¢né mnoziné prvocisel.

3. Dikaz indukci

Diikaz tvrzeni, které ma platit pro vsechny objekty néjaké mnoziny. Tuto mnoZinu rozdé-
lime do mensich podmnozin, které setfadime dle velikosti tak, Ze vétsi mnozina md za podmno-
Zinu vsechny mensi podmnoziny. Zacneme tim, Ze dokdzeme tvrzeni pro nejmensi podmnoZinu.
Ndsledné dokazeme, Ze pokud toto tvrzeni pro néjakou mnozZinu, plati i pro mnoZinu kterd, je
velikostné hned za ni.

Tato definice je trochu krkolomna. Ve vétsiné pripadt budete néco dokazovat pro vsechna
prirozena cisla n. Postup bude vypadat nasledovné:

1. Dokazeme tvrzeni pro jednicku.

2. Dokazeme, Ze pokud tvrzeni plati pro n, platii pro n + 1.

Vysvétleme si mozna tu ideu slovy. Méjme néjaké tvrzeni, co plati pro jednicku. Zaroven

vime, Ze pokud plati pro néjaké ¢islo n, platii pro n + 1. Potom z toho plyne, Ze tvrzeni

plati pro 2. Z toho plyne, Ze to tvrzeni plati i pro 3, z toho plyne, Ze to platii pro 4 atd.
Pochopitelnéjsi tento pristup bude na prikladu:

 Priklad 6: Pro vSechna cela ¢isla n plati: 1 +---+n = "(”2+1).

Reseni: Provedeme matematickou indukci:

1. Tvrzeni plati pron =1: @ =1
2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n, a nyni dokazme, Ze plati pro n + 1:
Vime, ze 1 +---+n = "(HTH) Tuto rovnici upravime tim, Ze na obé strany pfri-
¢teme n + 1:
1+ +n+(n+1)= M+(n+1).

Na pravé strané vytkneme n + 1:

2
1+--~+n+(n+1):(n+1)(%+1):(n+1)n;
A dostaneme to, co jsme chtéli dokazat:
1 2
1+~«~+n+(n+1):%.

Tudiz tvrzeni plati pro vSechna n.
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4. Dikaz ekvivalence

Kdyz dokazeme, Ze pokud plati prvni tvrzeni, musi platit i druhé (tedy ukdZeme, Ze prvni
tvrzeni implikuje druhé), a zaroveri dokazZeme, Ze pokud plati druhé tvrzeni, plati i prvni tvr-
zeni (tedy druhé tvrzeni implikuje prvni), dokdaZeme tim, Ze tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni
(vZdy tedy bud plati obé tvrzeni, nebo ani jedno).

U tohoto typu dikazi je dulezité to, Zze mame dvé tvrzeni a chceme dokazat, ze jsou ekvi-
valentni. Nesmime proto zapomenout na obé strany implikace. Dikaz provadime tak, ze
prvné predpokladame platnost prvniho tvrzeni a z toho dokazeme, Ze v tom piipadé
plati druhé tvrzeni. Nasledné predpokladame platnost druhého tvrzeni a dokazeme, zZe
pak plati i to prvni. Dikaz ekvivalence se tedy vZdy sklada ze dvou dil¢ich dtkazi!

Ekvivalenci ¢asto pozname pomoci toho, Ze v zadani se objevi: (tvrzeni A plati),
PRAVE KDYZ (plati tvrzeni B).

« Priklad 7: Dokazte, Ze Sachovnici nxn jsme schopni beze zbytku vyplnit kostickami
domina 2 x 1, pravé kdyz je n sudé prirozené cislo.

Regeni: Kosti¢ka domina zabiraji na $achovnici dvé policka, tudiz pokud chceme
néjakou sachovnici vyplnit beze zbytku kostickami domina, musi mit sudy pocet
policek. Tedy n musi byt sudé.

Naopak, pokud je n sudé, miizeme vzdy Sachovnici vyplnit tak, Ze dame do slou-
pecku 3 kosticek domina nad sebe.

U nékterych ekvivalenci se vam muze stat, ze oba dil¢i ditkazy budou velmi podobné.
Nicméné i tak je potfeba druhy dtkaz provést.

Naopak nékdy se vam muze stat, ze dil¢i dlikazy budou velmi odlisné jako zde. Po-
¢et sudych policek je sice nutnost, ale urcité existuji tvary o sudém poctu policek, které
pomoci domina nezvladneme vyplnit. Proto bylo potfebné ukazat konkrétni konstrukci
vyplnéni Sachovnice.

Ditkazy v riiznych ¢astech matematiky

V nasledujici ¢asti si fekneme néjaké rady, jak pristupovat k dikaztm v jednotlivych
odvétvich matematiky, ¢i lehké zplsoby, jak pfiklady fesit. Prvné si vidy zjednodusené
vysvétlime, co si pod danym oborem predstavujeme, abychom byli schopni rozeznat, z
jaké ¢asti matematiky je dany pfiklad.

1. Teorie ¢isel

Teorie ¢isel zkouma celd ¢isla a délitelnost.

Pojd'me si ukazat dva priklady, na kterych si predvedeme dva jednoduché pfistupy k
reSeni prikladl z teorie cisel.

Délitelnost na obou strandch rovnice — Pokud ma platit rovnost mezi celymi ¢isly,
musi platit, Ze pokud je jedna strana rovnice délitelna néjakym celym cislem, musi jim
byt délitelna i druha strana.

 Priklad 8: Dokazte, ze pro Zzadné pfirozené n > 0 neplati rovnost 7" +7 - 4" = 6".
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Reseni: Leva strana rovnice je délitelna sedmi pro vsechna prirozena n, ale prava
strana pro zadné n sedmi délitelna nebude, takze rovnost pro zadné n nemuze pla-
tit.

Zbytky po déleni celym cislem —Jednou z véci, co mzeme pfi feSeni prikladu z teorie
Cisel udélat, je se podivat na zbytky po déleni néjakym cislem.

» Priklad 9: Dokazte, ze pro kazdé pfirozené cislo n je vzdy pravé jedno z cisel v
trojici n, n+ 4, n + 8 délitelné tremi.
Reseni: Rozdélme feseni na tti piipady:
1. nje délitelné tfemi, tedy n = 3k, pro néjaké k € N. Potom n+4 = 3k+4 = 3(k+1)+1,

tedy cislo n + 4 neni délitelné tfemi, protoze dava zbytek jedna po déleni tremi. A
n+8=3k+8=3(k+2)+2, atedy c¢islo n + 8 téZ neni délitelné tfemi.

2. Necht n = 3k + 1 pro néjaké k € N. Potom n neni délitelné tfemi. Stejné tak n + 4,
protoze n+4 =3k+5=3(k+1)+2. Ale pron+8 plati n+8 = 3k + 9 = 3(k + 3), takze
je délitelné tfemi.

3. Necht n = 3k+2, pronéjaké k € N, takze n neni délitelné tfemi. Naopak nyni bude
platit n+4 = 3k + 6 = 3(k + 2), takze n + 4 je délitelné tfemi. Ale n + 8 uz délitelné
tfemi nebude, protoze n+8 =3k + 10 =3(k+3) + 1.

Protoze jsme prosli vsechny moznosti pro n a ve vSech to platilo, dokazali jsme, Ze
tvrzeni skutecné plati.

V teorii ¢isel mtzeme vyresit spoustu prikladti pravé tim, Ze se podivame na to, jaké
zbytky davaji rizna cisla ze zadani po déleni néjakym vhodnym cislem, ¢i tim, Ze se
podivame, jakymi ¢isly jsou Cisla ze zadani délitelna. Dilezité je, ze v obou prikladech
vystupovala cela ¢isla. Kdyby v prvnim prikladu bylo n realné a ne pfirozené, argument
s délitelnosti bychom pouzit nemohli.

2. Algebra

Algebra: zkoumd vyrazy a vztahy mezi nimi (rovnosti, nerovnosti, atd.).

Nyni si pojd me ukazat dva jednoduche piistupy k feSeni piikladi z algebry.

Uprava na ¢tverec — Uprava na ¢tverec (pro ty z vés, co tento pojem neznaji ze stfedni)
znamen4, Ze upravime vyraz tak, abychom tam ziskali vyraz a® + 2ab+b?. Nasledné tento
vyraz upravime na (a+b)?, coz je druhd mocnina (proto tprava na &tverec), o které vime,
Ze ma pro vSechna realna ¢isla hodnotu vétsi nebo rovnu nule. To mize byt casto velice
vyhodné, obzvlasté pfi feseni nerovnic.

« Priklad 10: DokaZte, Ze pro libovolné realné x a y plati nerovnost:x? +y2 > 2xy
Redeni: Pfevedeme si 2xy na druhou stranu nerovnosti a dostaneme:
X2+ yz -2xy >0
2
(x-p)" 2
Tato nerovnost urcité plati, protoze druha mocnina libovolného realného ¢isla je

vétsinebo rovna nule. A nase pivodni nerovnost je vytvorena ekvivalentnimi tpra-
vami z této nerovnosti, tudiz musi platit taky.
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Obecné pfi feSeni nerovnosti, kdyz vsechny vyrazy date na jednu stranu, fesite pro-
blém, kdy chcete ukazat, ze néjaky vyraz je vétsi nez nula. Casto se da zdlouhavym upra-
vovanim vyrazu takto nerovnost vyresit, ale nejde to vzdy a u tézsich nerovnosti pravdé-
podobné existuje i hez¢i feSeni. Ale je to urcité dobry zacatek.

AG nerovnost — Na feseni nerovnosti se ¢asto vyuzivaji jiz znamé nerovnosti, jako
naptiklad nerovnost aritmetického a geometrického primeéru (kratce AG nerovnost). Pro
mnozinu n nezapornych realnych cisel totiz plati, Ze jejich aritmeticky prameér je vzdy
vétsi nez jejich geometricky primér. Zapsano pomoci symbola tedy:

Xyt Xy
n

Po vynasobeni dvéma dostaneme, Ze tedy plati i nerovnost:
X2 +y% > 2xy.
S¢itdni rovnosti (nerovnosti) — Castym algebraickym ptikladem byvaji soustavy rov-
nosti a nerovnosti. Dobrym zacatkem jejich feSeni byva jejich vzdjemné s¢itani a od¢itani.
» Priklad 11: Najdéte vsechna realna feseni x, y soustavy rovnic:
y2 -xy—-3=0,
2 -
x“—-xy+3=0.
Reseni: KdyZ rovnice se¢teme, dostaneme:
x2—2xy+y2 =0,
2
(x-y)°=0.
Vidime, Ze by muselo platit x = y. KdyZ vSak dosadime x = y do kterékoliv z pti-

vodnich rovnic, platit nebude, tedy soustava nema zadné reSeni.

3. Geometrie

Geometrie: zkoumd rovinné a prostorové objekty.

vvvvvv

vat informace. Za prvé je to dilezité, abyste to vyresili, za druhé je to dulezité, aby vas
dtikaz nékdo i pochopil.

Uhlovdni — Jedna se o velice efektivni metodu, kdy postupné dopliiujete informace
o thlech v obrazci ze zadani a délate to tak dlouho, dokud to jde, nebo dokud nevyctete
vse dulezité.

 Priklad 12: Méjme ostrouhly trojuhelnik ABC. Vezméme si vysku z vrcholu A a
vysku z vrcholu C. Ty se protnou v bodé X. Ozna¢me a vnitini thel u vrcholu A a
y vnitfni thel u vrcholu C. Dokazte, Ze velikost thlu AXC je rovna a + ).
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Reseni: Protoze se jedna o vysky, vime, ze thly ADC a CEA jsou pravé. Dale z
toho, ze kazdy trojahelnik ma soucet velikosti vnitfnich thld 180°, dopocitame, ze
velikost ahlu EAC a ACD. Prvné si vezméme trojahelnik AEC :

|<EAC|+ 90+ =180,

|[<EAC|=90-1y.
Nyni se podivejme na trojuhelnik ADC:

|<ACD|+90 +a = 180,

|<ACD| =90 - a.

Nyni zname velikosti tfi ahld v trojuhelniku AXC a mazeme tedy dopocitat veli-
kost thlu AXC:
|[<EAC|+|<tACD|+|<AXC| =180,

90—y + 90— a +|<AXC| = 180,
|[<AXC|=a+y.

Tudiz skute¢né plati, Ze velikost thlu AXC je rovna a + .
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V komplikovanéjsich prikladech si nevystacite jen s dopocitavanim thld do 180°, ale
budete muset vyuzit napfiklad thly souhlasné ¢i stfidavé nebo rtizné vlastnosti thld v
kruznici.

Podobnosti trojithelnikii — Dva trojahelniky jsou si podobné, pokud se jedna o dva
trojuhelniky, kde jeden z nich je zmensena (a ¢asto pootocend) varianta toho druhého.
Vlastnosti podobnych trojuhelnikti vyuzivame obzvlast tehdy, kdyz potfebujeme praco-
vat s velikostmi stran daného objektu a nevystac¢ime si pouze s thly.

Dilezita vlastnost podobnych trojuhelnikdt pro dokazovani véci v geometrii je, Ze
pomér jejich stran je stejny. Tim, Ze jeden je mensi, maji sice stejné velké uhly, ale uz
nemaji stejné dlouhé strany. Nicméné pomér stran ztistava stejny. Tedy napfiklad, pokud
pomér stran jednoho trojuhelniku je 1:2:4, tak i pomér stran zmenseného trojuhelniku je
1:2:4.

 Priklad 13: Méjme pravouhly trojahelnik ABC s pravym thlem u vrcholu C. Méjme
vysku z vrcholu C a pojmenujme si ji v, a jeji patu pojmenujme D. Bod D déli stranu
c na dvé usecky AD a DB. Tyto dvé tsecky pojmenujme c, a ¢,. Dokazte, ze plati
2
V" =Cy- Cp.

Reseni: I u paty vysky v, jsou pravé thly. Pojmenujme thly u bodt A a C jako a a
B. Pak musi platit |[<DCA| =B a |<BCD| = a.

Z toho, ze trojuhelniky ADC a DCB maji stejné uhly, plyne, Ze jsou si podobné.
TudiZ maji stejné pomeéry stran. Z toho plyne, Ze

Ca Ve

Ve Cp '

Tuto rovnost jiz lehce upravime na v.> = ¢, - ¢,
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4. Kombinatorika

Kombinatorika: zkouma existenci nebo pocet objektii, které splriuji néjaké podminky.

Ulohy z kombinatoriky je trochu naroénéjsi definovat. Obecné v nasem seminaii nebo
v matematické olympiadé narazite na tfi typy moznych kombinatorickych prikladi: pfi-
klady na pocet moznosti, pfiklady na vyplnovani tabulek, priklady na grafy.

Priklady na pocet moznosti jsou vétSinou pocetni a ne dokazovaci. Na jejich feseni
si Casto vystacime se znalosti kombinacnich ¢isel a vzorcti, o kterych jste se ucili (nebo
budete ucit) ve skole.

Priklady na praci s tabulkou (Casto s Sachovnici) byvaji asi nejtypictéjsi. Pri jejich
feseni teoreticky neni potfeba niceho jiného nez logického pfemysleni. Nicméné rtizné
véci vam mliZzou praci usnadnit, jako napfiklad znalost matematické indukce ¢i znalost
diikazu sporem.

Priklady na grafy byvaji trochu tézsi. Grafem neni myslen naptiklad kolacovy graf,
ktery mizZeme vidét v televiznich novinach, ale graf jakoZto mnoZina vrcholi a hran mezi
vrcholy. Jako napfiklad nésledujici graf:

Konstrukce — Casto se nas v kombinatorickych ptikladech ptaji, zda néco jde sestrojit,
pripadné na néjaké minimum ¢i maximum dané konstrukce.

Dulezité je, ze v obou pripadech budete muset danou véc skute¢né zkonstruovat a
ne pouze prohlasit, ze by to mélo jit. V prfipadé minima/maxima u néjaké konstrukce
(napriklad nejvétsi pocet kosticek, ktery se vleze do tabulky), musime dokazat, pro¢ nic
mensiho/vétsiho v tabulce byt nemiiZe a dat konstrukci tohoto minima, abychom uka-
zali, ze to skutecné jde.

» Priklad 14: Mame tabulku 5 x 5 a chceme ji co nejvice vyplnit. Mame k dispozici
pouze dilky o tvaru dvou tetromin (viz obrazek). Kolik nejvice takovychto dilka
muzeme do tabulky poskladat tak, aby se neptekryvaly a zaroven nevycuhovaly z

tabulky?

Reseni: Tabulku maZeme vyplnit nasledujicim zpisobem:
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V tabulce nam zbyde pouze jedno prazdné policko uprostfed, To znamena, Ze vic
nez 6 dilka do tabulky dat nemtzeme, protoze kazdy dilek zabira 4 ¢tverecky a
dilky se nemaji prekryvat ani vy¢uhovat z desticky.

U tohoto typu uloh je dalezité, Ze nemusite fikat, jak jste dosli k tomuto vyplnéni ta-
bulky, dulezité je, Ze se vam to povedlo. Ta podstatna ¢ast, kterou musite naopak dokazat,
je, ze vic dilkd uz do tabulky neposkladame.

Invariant — Jedna se o néjakou véc, ktera se nemeéni. Kdyz néjaky invariant v aloze
objevime, mlze nam to znac¢né ulehdit feseni.

Podivejme se na Pfiklad 14, zde jsme mohli najit invariant v poctu poli, které pokryji
tetromina. Ta totiz vzdy pokryji pocet policek délitelny ¢tyfmi. Kdyby tedy predchozi
uloha byla formulovana jako ‘Které tabulky nxn, pro kladné pfirozené n, mizeme témito
tetrominy beze zbytku vyplnit?’, mohli byste rovnou fict, Ze pro liché n to nejde, protoze
zde pocet policek neni délitelny ¢tyfmi.

Ukazme si invarianty na prikladu, ktery je kombinaci teorie ¢isel a kombinatoriky.

 Priklad 15: Méjme ¢isla 1 az 1000 napsana na tabuli v fadku. Do druhého radku
pod dané c¢islo napisme ciferny soucet tohoto cisla. Ve tretim fadku zopakujeme to
samé pro Cisla druhého radku. Takto pokracujeme, nez dostaneme fadek se samymi
jednocifernymi ¢isly. Bude v daném radku vic 1, nebo 2?

Reseni: I kdyz mame cifer deset, v nasem poslednim fadku se jich bude vyskytovat
pouze devét ruznych, protoze nulu jako ciferny soucet nikdy dostat nemtzeme.

Podivejme se na libovolné &islo abce (takto znacime ciferny zapis celého trojciferného
¢isla). Ciferny soucet tohoto ¢isla tedy bude roven a + b+ c. Nyni se podivejme, jaky
déva &islo abe zbytek po déleni deviti. Toto &islo si miizeme napsat jako (99 + 1)a +
(9+1)b+c=99a+9b+(a+b+c), tedy &slo abc davé stejny zbytek po déleni deviti
jako jeho ciferny soucet.

Toto je nas invariant, protoze z toho plyne, ze v kazdém radku budou davat ¢isla po-
stupné zbytky 1,2,...,9,1,2,..,9,1,2... po déleni deviti. Tudiz i na poslednim fadku
toto bude platit, z ¢ehoz plyne, Ze pfesné takto bude vypadat posledni radek: 1,2, 3,
.9,1,2,.... Po ¢islo 999 tedy bude na poslednim fadku stejny pocet jednicek a dvo-
jek, ale ¢islo 1000 ma ciferny soucet 1, tudiZ jedni¢ek bude ve vysledku o jedna
vic.

Jak bylo vidét z feseni, invarianty mazou byt velice ndhodné a pfijit na né neni viibec
jednoduché. Nicméné po spocitani zna¢ného mnozstvi prikladid pfijdete na to, jaky typ
invariantu kde hledat.

Stejné jako u konstrukce plati, Ze ve svém reSeni nemusite popisovat celou cestu, jak
jste k invariantu dospéli, dulezité je, Ze funguje.
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Zavér: jak na dukazy

UZ jsme si predstavili, co to takovy diikaz je, jaké jsou typy diikazl a jaké metody
muzeme vyuzivat v riznych prikladech. Zbyva tedy zodpovédét, jak na takovy dikaz
prijit a jak ho pak sepsat.

Jak vymyslet dikazy?

Kdyz vymyslime dikaz k néjaké uloze, je dobré si napsat predpoklady daného pfi-
kladu. Na ukazku pouzijme priklad 12, kde predpoklady jsou: ABC je ostrouhly, bod X
je prusecik vysky z vrcholu A a vysky z vrcholu B, tthel u vrcholu A je o a Gthel u vrcholu
Bje p.

Nasledné je dobré si napsat (a klidné dvakrat podtrhnout), co chceme dokazat. V
nasem pripadé chceme dokazat, Ze velikost hlu AXC je rovna o + 8.

Potom je dobré se zamyslet nad pfedpoklady a napsat si, co vsechno vime. Napfiklad,
ze vsechny vysky se protnou vzdy v jednom bodé, vysky v ostrothlém trojuhelniku se
protnou uvnitf tohoto trojuhelniku, u paty vysky je pravy thel nebo ze trojuhelnik ma v
souctu vzdy 180°.

Nasledné se zamyslite, které tyto vlastnosti mtizete vyuzit k feSeni, a pokusite se o
to. Obcas se vydate cestou, ktera nikam nevede, obcas se vydate spravnym smérem a do-
stanete se k vysledku. Obcas vyuzijete jen nékteré véci, co jste si napsali, obcas vyuzijete
véechno. Casto si béhem feseni vzpomenete na dalsi vlastnosti, které mizete vyuzit, a
vydate se ve svém feSeni uplné jinym smérem.

Dilezité je mit po ruce hodné papirt a systematicky si zapisovat, co délate. Protoze
pokud nebudete poradni, miiZe se stat, Ze se dostanete nékam, odkud uz plyne feseni
— ale do toho mista jste se dostali tak chaoticky, Ze uz nezvladnete svlij postup znovu
provést.

A uplné nejdilezitéjsi je se nevzdavat. V matematice je krasné to, ze kazda véta se da
dokazat mnoha, nékdy opravdu rtiznymi, zptsoby. TakZe neni pouze jedna cesta, kterd
vede k cili, a kazdy pfichazi na dikazy jinak. Nékdo bude dvé hodiny sedét, nevédét nic a
pak ho mozna napadne velice kratky a kreativni diikaz. Nékdo si zas sedne a bude velice
systematicky pocitat pomoci vzorci a véci, co zna, a dopocita se velice zdlouhavym zpt-
sobem k cili. Ani jeden postup neni §patné, protoze oba vedou ke spravnému vysledku.
(Nicméné kratké a kreativni dikazy se daleko lip opravuji :D.)

Jak psat dukazy?

Je dtilezité si uvédomit, Ze vymysleni a sepisovani ditkazi jsou dvé rozdilné véci.

Kdyz vymyslite dikaz, nikdy ho rovnou nepiste. Vymyslete ho zvlast a pak se ho
pokuste sepsat.

Neni $patné zacit opét tim, Ze si napiSete predpoklady ulohy, napisete, co chceme
dokazat, a pak napiSete vlastnosti, co plynou z predpokladd, které jste skute¢né pouzili.
Je naptiklad pékné, Ze vite, Ze se vSechny tfi vySky v trojuhelniku protinaji v jednom
bodé, ale pokud jste to pfi feseni nakonec nepouzili, je zbytecné to v dliikaze psat.

Nasledné se snazite sviij postup sepsat tak, aby byl srozumitelny (a pokud pisete
na papife, tak CITELNY). Miize se stat, ze myslenka je spravné, ale opravujici vaseho
diikazu ji nepochopi a mlze vam strhnout body. V diitkazu nemusite psat, pro¢ vas dana
véc napadla. Ukazkou muze byt priklad 13, zde nenapisete ‘pfislo mi, Ze trojuhelniky
ADC a CDB jsou si podobné, tak jsem to zkusil dokazat’, ale napisete ‘trojuhelniky ADC
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a CDB maji stejné velké vnitfni thly, tudiz jsou podobné’. Miize se stat, ze vas dikaz
bude ve vysledku vypadat o dost jinak, nez jak jste na néj pfisli. Pravdépodobné zjistite,
Ze tfeba néjaka cast dikazu neni potfeba, nebo zZe jde zkratit/zménit ¢i tfeba sepisete
casti dikazu v jiném poradi, nez jak jste na né prisli, protoze takto bude dikaz hezci,
¢itelnéjsi, pochopitelnéjsi a kratsi.

Je dobré zakoncit ditkaz konstatovanim, ze jsme to tedy dokazali. Napriklad dikaz v
uloze 12 zakoncime vétou, Ze tvrzeni, Ze velikost thlu AXC je a+7y, je skute¢né pravdivé.
V matematice je jesté zvykem, ze kdyz dokonc¢ime dtukaz, dame na bok maly ¢tverecek,
jako muzete vidét zde. 0
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