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Pomocny text ke 4. sérii

Ty KRUZNICE L3

autor: Anna Hronovd

1  Kruznice

Podivejme se v této sérii na trochu geometrie. Pfestoze uz sly$im vase povzdechy,
nezoufejte. Podivame se velice konkrétné na krasné kulaté objekty, kterym fikame kruz-
nice.

Definice: Kruznice je mnozina bodi se stejnou vzdalenosti od stredu.

Proc¢ nas zrovna kruznice tak fascinuji? Rovné atvary jsou pro zacate¢niky, ale témi
uz my nejsme. Matematici z néjakych dtvod miluji symetrie, symetrické objekty, proto
je jasné, ze kruznice bude stfedem jejich zajmu, je totiz extrémné symetricka - ma do-
konce nekonecné mnoho os soumeérnosti prochazejici jejim stfredem, ktery je samoziejmé
stfedem soumérnosti.

Pri geometrickych alohach hraji kruznice klicovou roli. Zname totiz spoustu vlast-
nosti kruznic, které nam pomahaji pfi feseni aloh, které vyuzivaji jako postup iihleni,
nebo také vznesené a po anglicku angle chasing.

Pfipomernime si jen z obrazku par zakladnich vlastnosti kruznic a thli nachazejicich
se v jejich blizkosti.

Zafixujme si né€jakou tétivu AB kruznice. Pak vSechny ostré uhly, které se z kruznice
,divaji“ na tsecku AB jsou shodné, fikame jim tisekové a necht maji velikost a. Uhel ASB
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pak je dvojnéasobny, tj. 2a a fikame mu stfedovy. Tupé tuhly prislusné asecce AB jsou také
vsechny stejné a maji velikost 180° — . Pokud bychom sestrojili tecnu v jednom z bodu
A nebo B tsecky AB, tak tato tsecka s te¢nou spolu budou svirat sisekovy thel, ktery ma
takeé velikost a.

Domluvme se jesté dopredu, jaké budeme pouzivat znaceni, standardné u trojuahel-
niku ABC budeme mit ahly «a, 8, y, stfedy stran budeme znacit S,, Sy, S, stied kruznice
opsané O, stfed kruznice vepsané I, sttedy kruznic pfipsanym pfislusnym stranam jako
E,, Ey, E;, vysky na prislu$né strany v,, vy, v, paty vySek na prislusné strany jako P, P, P,
priisecik vysek (neboli ortocentrum) jako H.

To je jen par zakladnich vlastnosti, které se nam budou hodit pfi feseni aloh a budo-
vani dalsi zajimavé teorie tykajici se kruznic. Zakladni rada zni, v geometrickych tulohach
hledej kruznice, a pak thlit, thlit a ahlit!

2 Svr¢kiav bod
Definice: Necht ABC je trojuhelnik, k je kruznice jemu opsana. Pak stfed oblouku BC,
na kterém nelezi bod A, nazyvame Svr¢kovym bodem trojihelnika ABC vidi strané a,

znacme S,.

Podobné pak samoziejmé mizeme dodefinovat i S, S.. Co to je za bod a pro¢ ho
mame tak radi?

Véta 1: Osa thlu a a osa strany a trojuhelniku ABC se protinaji na kruznici jemu opsané.

Duikaz: Kazdou spravnou geometrickou tlohu za¢iname vzdy velkym a barevnym ob-
razkem.

BRKOS Team



XXXI. ro¢nik BRKOS 2024/2025

Zjevné osa strany BC protne oblouk kruznice pfimo ve Svrékové bodé. Usecky BS,
a S,C jsou stejné velké, pfislusi stejné kruznici, proto jim pfislusi stejny asekovy thel.
Proto plati |[<BAS,| = |[<<CAS,| a bod S proto lezi i na ose Ghlu a.

Véta 2: Body B, C, stfed kruznice vepsané trojuhelnika ABC a stfed kruznice pfipsané
ke strané a lezi na jedné kruznici se stredem v Svrckové bodé prislusnému strané a.

Diikaz: Bod I musilezet na ose thlu g, tedy |<IBC| = /2. Bod E, zase musi leZet na ose
vnéjsiho thlu beta, tedy |<E,BC| = (180° — 8)/2. Plati tedy, ze |<IBE,| = 90°. Stejné tak
bychom ukazali, Ze |[<ICE,| = 90°. (Osy thlt vnitfnich a vnéjsich musi byt na sebe kolmé
vzdy!)

Jestlize B se ,diva“ na IE, pod pravym uhlem, stejné jako bod C, musi oba dva lezet
na Thaletové kruznici nad IE,. (Dalsi kruznice, jak my je milujeme!) Pficemz stred této
Thaletovy kruznice je samoziejmé ve sttedu tsecky IE,. No a co dalsiho lezi na IE,;? Ano!
Svrekav bod! Viechny tfi tyto body totiZ lezi na ose thlu a trojihelniku ABC. Zbyvé uz
jenom dokazat, ze je skutecné stfedem této tsecky. Vrhnéme se na trochu thleni. Z BIC
dopoctéme, ze |[<BIE| = 180° — /2 —y/2 = 90° + a/2. Protoze lezi na jedné kruznici, tak
|<BE,C| = 180° — |<BIE| = 90° — a/2. Body ABCS, taky lezi na kruznici a proto |<BS,C| =
180°—a =2-|<BE,C|.

Ukazali jsme, ze tGhel BS,C je stiedovy thlu BE,C, Svrékav bod proto musi byt stie-
dem kruznice, na které lezi B,C,I a E,.

Reknéme si jesté (tentokrat uz bez diikazu, abyste si mohli pocvicit :-) jedno zajimavé
tvrzeni tykajici se Svr¢kova bodu.

Véta3: Stied kruZnice vepsané je ortocentrem trojihelnika tvofeného Svrékovymi body
SaSpSe.
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3 Feuerbachova kruznice

Kazdé tfi body, co neleZi na jedné pfimce, urcuji jednoznacné kruznici. Proto fict, Ze
tfi body lezi na kruznici, neni zas takové terno, ¢tyfi body, s tim uz se da trochu vafrit,
néjaké tétivové ¢tyfuhelniky, obvodové ahly. Nejsou ale i ¢tyfi trochu malo?

Véta 4: Necht ABC je trojuhelnik. Stfedy stran S,, Sy, S., paty vysek P, P, P, a stfedy
usecek urc¢enych vrcholy ABC a ortocentrem lezi na jedné kruznici.

Dukaz: Nevim, jak radi se prokousavate diitkazy. Mné se ale tento dikaz libi velmi,
protoze uvidime, ze Feuerbachova kruznice neni jedina kruznice, na které lezi devét vy-
znamnych bodt. Je trochu trikovy, ale vyuziva spoustu metod, které se hodi v geometrii
znat.

Zacneme tim, Ze budeme uvaZovat kruznici opsanou trojuhelniku ABC a zobrazime
ortocentrum nejdfive v osové soumérnosti podle stran a pak ve sttedové soumérnosti
podle stfedd stran.
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Z trojuhelniku BP,C urcime |[<BP,C| = 90° — y, z trojuhelniku BP,C urc¢ime |<{BP.C| =
90° — 8. Pomoci toho pak z trojuhelniku BP,H uré¢ime |[<BHP,| = y a z trojuhelniku CP,H
ur¢ime |[<<CHP,| = B. Protoze P, je obraz H v osové soumérnosti podle strany a (pfijméte
prosim toto oznaceni z obrazku), musi |[<BP,;C| = |[<BHC]| = B+ y. To dohromady s thlem
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|<BAC| = a dava 180°, proto P, lezi na kruznici. Symetricky bychom i P;, P/ nasli na
kruznici opsané.

Analogicky bychom dokaézali, ze S,,S,;,S/, tedy obrazy H podle stiedi stran, lezi na
kruznici opsané.

K dokonceni diikazu uz zbyva jen fict, ze kruznice opsana deviti bodm je obrazem
kruznice opsané ve stejnolehlosti se stredem H a koeficientem 1/2. A jak rikava jeden
velky matematik ,Sedi-li ptak na draté, sedi i stin ptaka na stinu dratu.“ Cimz, v nasem
ptipadé, se mysli, ze pokud body A, B,C,S,,S;,S/, P/, P, P/ lezi na kruznici k, tak i jejich
obrazy, kterymi jsou po fadé X,, Xy, X, S;, Sy, S¢, Py, Py, P (kde X, pouzivame pro znaceni
stredti tsecek AH), lezi na obrazu kruznice.

Rozmyslete si, jak by argumentace a obrazek vypadal v neostrothlém trojahelniku.

Timto jsme, trochu ve zkratce, hotovi.

Definice: Kruznici z pfedchozi véty fikame kruznice deviti bodii, nebo také Feuerbachova
kruznice.

S pojmem Feuerbachovy kruznice Gzce souvisi i tzv. Eulerova primka.

Véta 5: Necht ABC je trojahelnik, pak jeho ortocentrum H, tezisté T, stfed kruznice
opsané O a stied jeho Feuerbachovy kruznice lezi na jedné pfimce.

Dukaz: Nastinime jen, pro¢ k takové véci dochazi a tady tento fakt zminujeme zrovna
u Feuerbachovy kruznice. Pamatujete si je$té, jak jsme polohu deviti bodt ur¢ili po-
moci stejnolehlosti? Tak v této stejné stejnolehlosti (pun intended) musi i stfed kruznice
opsané prejit ve stfed Feuerbachovy kruznice. Ziskavame tedy tim rovnou, ze H,O,F

leZi na jedné pfimce. Proc¢ tam ale leZi i to tézisté? To vam neprozradim, zkuste posbirat
vSechny informace, které vite a dat to dohromady.

V pfipadé rovnostranného ABC prvni tfi body splyvaji, neni uz tézké rozmyslet si,
kde bude lezet stfed Feuerbachovy kruznice.

Definice: Necht ABC neni rovnostranny trojuhelnik, pak pfimce urcené ortocentrem

v Vv

Eulerova pfimka.

No jo, neni holt oblasti matematiky, kde bychom nepotkali jméno Leonharda Eulera.

4 Mocnost bodu ke kruznici

Predchozi sekce se nam hodi zejména ve chvili, kdy mame ukazat, Ze néco nékde lezi,
néco se na néCem protina. Pokud ale uloha pracuje s néjakymi vzdalenostmi bodt, pak
nam toho pfedchozi kruznice tolik nefeknou. V takovou chvili je dobré mrknout se na
zoubek podobnosti a hledat zejména podobné trojuhelniky. Jistou pomutckou nam pak
muze byt néco, ¢emu se rika mocnost.

Piiklad 1: Necht X je vnéjsi bod kruznice k. Te¢na t ke kruznici k prochéazejici bodem X
se dotyka kruznice v bodé T. Dale necht p je pfimka prochazejici X, protinajici kruznici
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k ve dvou rtiznych bodech, ozna¢me A, B. Ukazte, ze |XT|*> = | XA|-|XB|.

RESENT: Doufam, Ze jste si to aspori vyzkouseli, nezZ jste se podivali sem!

Uhel XTB je tsekovym thlem tasecky TB, které piislusi thel TAB, tedy jsou oba
stejné velké. Pak trojuhelniky TXB a AXT jsou si podobné podle véty uu, maji jesté totiz
spole¢ny thel u X. Z ¢ehoz ziskavame

|XT| 3 |XA|
IXB|  |XT|
ITX|> =|AX]|-|BX]|

Vskutku to bylo tak jednoduché. Rozeberme si ale jesté, co vSechno jsme tak trivial-
nim cvicenim ziskali. Je-li X vnéjsi bod kruznice, tak jim prochazi dvé te¢ny ke kruznici.
Vzdalenost X je vSak od obou te¢nych bodt stejna. PovSimnéme si dale, ze nezalezelo v
uloze na ptfimce p, at bychom ji zvolili libovolné (stale by ale musela protinat kruznici
k), pak by porad soucin vzdalenosti | XA|-|XB| byl roven druhé mocniné vzdalenosti X od
tecného bodu. Tato vzdalenost je jednoznac¢né urcena bodem a kruznici.

Definice: Necht X je vnéjsi bod kruznice k. Cislu |TX|? fikejme mocnost bodu X ke kruz-
nici k, zna¢tme M (X, k).

To vsak neni vSechno. Co by se stalo, kdyby X byl vnitfni bod kruznice? Pak bychom
zadné te¢ny tvorit nemohli, vsak pro libovolné A, B, C, D na kruznici k, takové, ze A, X, B
a C, X, D lezi na jedné pfimce, plati | XA|-|XB| =|XC|-|XD| = M(X, k).

Definice: Pro X vnitfni body kruznice dodefinujme mocnost bodu ke kruznici jako

M(X,k) = |XA|-|XB| kde, A,B jsou body kruznice k, takové, ze A, X, B lezi na pfimce.
Pro body X lezici na kruznici polozme M =0
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Spoustu priklad@ s mocnosti se da ,,zabit“ podobnosti trojuhelniku. Co je vsak sil-
néjsi zbrani, budou nasledujici tvrzeni.

Véta 6: Necht kruznice k mé stfed S a polomér r, pak M(X, k) = ||XS|*>~r?|, pro libovolné
X.

Definice: Necht k,[ jsou kruznice. Mnozinu bodt se stejnou mocnosti vii¢i obéma kruz-
nicim nazyvame chordadlou.

Véta7: Chordala dvou nesoustfednych kruznic je pfimka kolma na spojnici stfedi téchto
kruznic.

Definice: Necht ky,k,,...k,, kde 3 <n € Njsou kruznice. Mnozinu bodu se stejnou moc-
nosti vaci vséem kruznicim nazyvame potencni stied.

Véta 8: Potencni stfed lezi na priiniku chordal vSech dvojic kruznic.

5 Zavér

To by byl takovy pfehled hezkych vlastnosti kruznic, které se hodi znat pri feseni
geometrickych uloh. Jestli bojujete s geometrickou tlohou, udélejte si velky, ne velky,
primo obrovsky obrazek, vezméte arzenal barevnych tuzek, fixek a zaznacujte do toho
obrazku vsechno, co je stejné, vsechno, co vite, a koukejte na to tak dlouho, nez z toho
néco kloudného vypadne. To je tip pro vas na feseni. Za nas opravovatele vas snazné
prosim, do feseni udélejte dalsi obrovsky obrazek, popisujte véci barvickami a rozumné
pojmenovavejte, at vime, co vy jste vykoukali. Diky a uZijte si feseni!
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