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Pomocny text ke 3. sérii

O™ INVARIANTY LX

autor: Lukds Kycl

1 Ocojde

Tento text je urcen pro vSechny, ktefi o invariantech nikdy neslyseli, potfebuji si o
nich osvézit znalosti, hledaji tipy k jejich hledani anebo jsou jen zoufali pfi feSeni (nejen)
nasich uloh. Prvni otazka je nasnadé — ,Kdo je to ten invariant?“

Definice: Invariant je néco, co se s transformacemi neméni.

Okomentoval bych zde slovo transformace. Ulohy s invarianty typicky poznate tak,
ze se v nich vyskytuji néjaké kroky, zmeény, tahy (obecné matematicky receno, transfor-
mace). Podivate-li se napf. na zadani tloh v tomto studijnim textu nebo na tlohy 3.1-3.4,
vsimnete si, Ze vSechny obsahuji néjaké postupné kroky.

Pfiklad 1: Ve ¢tverci ABCD je na vrcholu A poloZena jedna mince, na vrcholu B dvé,
na C tfi a D ¢tyfi. V kazdém tahu musite na libovolné dva sousedni vrcholy umistit na
kazdy jednu minci. MiiZe nastat situace, kdy je na vsech vrcholech stejny pocet minci?

RESENT: Nepocitejme pocty minci na jednotlivych vrcholech, misto nich uvazujme soucty
minci na dvojicich vrchold @ = A+ C a = B+ D. Zajisté pokud maji byt pocty minci na
vsech vrcholech rovny, musi platit & = . Pfitom ale at tdhneme jakkoliv, pfidame k a i g
pravé jednu minci. Rozdil mezi a a 8 se tedy nikdy neméni a na poc¢atku platia =4, =6,
tedy poZzadovana rovnost a = § nikdy nenastane. Tim jsme ukazali, Ze na vsech vrcholech
nikdy nebude stejny pocet minci.

Dalsi vlastnosti tloh na invarianty je jejich rtiznorodost a urcita "nahodnost"- obcas
jde o ulohy, které se nepodobaji Zadné jiné a ¢lovéka zprvu ani nenapadne, co by se na né
dalo pouzit. Pfitom jakmile pak vhodny invariant naleznete, zbytek tlohy je jiz pfimo-
cary.

Zde je na misté varovani: Vzhledem k rtiznorodosti Gloh na invarianty neexistuje
zadné doporuceni, véta, komentar, ktery by platil univerzalné. Dale v tomto textu najdete
spiSe nékteré opakujici se principy a typy tloh. Zejména neberte predchozi odstavce jako
univerzalni pravdu. U nejzradnéjsich invariant@i ani nemusite poznat, Ze je mate hledat.
Podivejme se na dalsi dvé tradi¢ni Glohy na invarianty.

Piiklad 2: Lze koném preskakat po Sachovnici 8 x 8 tak, abychom zacali v jednom rohu,
na kazdé pole skocili pravé jednou a skoncili v rohu protéjsim?

RESENT: Kun pfi kazdém svém skoku zméni barvu pole, na kterém se nachazi. Pokud
tedy stoji na bilém poli, mlze se posunout pouze na cerné pole. K zadané cesté bude
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muset udélat 63 skokd, skon¢i tedy na poli opacné barvy nez bylo to, na kterém zacal.
Pole v protéjsim rohu je ale stejné barvy jako pole pocatecni, tedy nasi cestu nelze zreali-
zovat.

Priklad 3: V N najdéte vSechna feseni rovnice n + s(n) + s(s(n)) = 2024.

RESENT: Operace ciferného souctu zachovava zbytkovou tfidu modulo tfemi (dikaz po-
nechame ctenarovi). Napf. pokud lze cislo n rozepsat jako 3k + 1, pak lze s(n) a s(s(n))
rozepsat jako 31 + 1, resp. 3m + 1 pro néjaka k,I,m € Ny. Pak dostavame, Ze leva strana
rovnice je rovna 3(k+1+m)+3, tedy je délitelna tfemi. Stejna uvaha funguje i pron = 3k a
n = 3k + 2. Tim jsme ukazali, Ze leva strana rovnice je vZdy délitelnd tfemi, pfitom prava
strana tfemi délitelna neni, coz ukazuje, Ze rovnice nema feSeni.

Zminil bych jesté jeden poznatek, ktery snad peclivy ¢tenaf jiz postehl: Castéji nez
naopak ulohy na invarianty konci neexistenci zadaného prvku. Muze se vsak také stat,
Ze invariant feSitele navede na néjaky hezky zpusob feseni.

Vtip 1: Na zkousce z matematiky chce profesor po studentovi nakreslit graf funkce si-
nus. Po chvili pozorovani studenta pochvali: ,Zatim to vypada dobfe.” Student na to
odpovi: ,To je osa X, ja jsem strasné nervozni.“

2 Klasicke invarianty

Mozna jste se podivali na feseni nékteré ze tfi uloh v prvni c¢asti textu a rekli si, ,Jak
jsem na to mél jako ptijit?“ Ulohy na invarianty ¢asto vyZaduji néjaky zakefny trik ¢i
postfeh. Abyste je nasli, je potfeba trocha praxe, bystré oci a hodi se znat nékteré triky,
které se v ulohach casto opakuji.

2.1 Algebraickeé vlastnosti
Casto kdy?z se v tloze vyskytuje néjaké skupina ¢isel, je vhodné se zamétit na néjakou

jejich skupinovou vlastnost. Mize jit o soucet, soucin, néjaké podily, ale i tézsi vyrazy.

Priklad 4: Na tabuli madme napsana pfirozena ¢isla od 1 do 416. V kazdém kroku si
muzeme vybrat dvé cisla, smazat je a misto kazdého z nich napsat jeho dvojnasobek
minus to druhé vybrané ¢islo. Kolik nejméné kroku je potfeba, aby soucet vsech cisel
dosahl 86400?

RESENi: Vybrana cisla si oznac¢me a, b. Misto ¢isla a napiseme 2a—b, misto b bude 2b—a.

Vsimneme si vsak, Ze soucet téchto dvou novych cisel je roven a + b, tedy soucet vSech
Cisel na tabuli se nezméni. Proto neni mozné, aby dosahl hodnoty 86400.

2.1.1 Soucet modulo n

V pomérné velké skupiné aloh je invariantem soucet modulo néjaké ¢islo.

Priklad 5: Zakeiny 3otek ji Adé ponozky. Kazdy den mtzZe snist Adé 10,17 nebo 31
ponozZek, pfi jinych poctech by si toho Ada viimla. Pfesto pokud ji dany den néjaké
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ponozky zmizi, Adé to prijde zvlastni a vecer si tfi ponozky dokoupi. Pied $otkovym
ptichodem méla Ada 100 ponozek. DokéazZe ji je $otek snist viechny?

RESENf: Podivame se na délitelnost sedmi. At uz Sotek sni libovolny pocet ponozek, s
Adinym nakupem za den vzdy ubyde pocet ponozek délitelny sedmi. Aviak pozor, $ot-
kovi k tispéchu staci, aby v urcitou chvili byla Ada bez ponozek. On sam ale ji vzdy pocty
ponozek tvaru 7k + 3, k tomu aby uspél tedy musi byt pocet ponozek stejného tvaru. Bo-
huzel pro Sotka vsak 100 =14 -7 + 2, tedy Sotek vSechny ponozky nesni.

2.2 Utvary a obarveni

Obarveni se ¢asto pouziva v riiznych obrazcich. Typicky je tfeba si vhodné obarvit
pole/body/hrany tak aby v kazdém tahu bylo néco splnéno - napi. v kazdém tahu byla
pouzita kazda barva. Pocet potfebnych barev se ¢asto nabizi, obcas je tfeba zkousSet.

Piiklad 6: Lze vyplnit mfizku 10 x 10 obdélniky velikosti 4 x 1?

RESENT: MriZku si obarvime ¢tyfmi barvami. Pak vidime, Ze pfi libovolném umisténi ob-
délnik zakryje ¢tyfi pole, kazdé riizné barvy. Pfitom ale pocty poli rtiznych barev nejsou
stejné - cervenych je 26, modrych a zelenych 25 a Zlutych 24. Do mfiZky tedy nelze napsat
25 obdélnikt, ¢imz jsme hotovi.

Hez¢i feseni: pouzijeme pouze jednu barvu, cervenou. Kazdy obdélnik zakryje prdavé jedno
cervené pole, avsak obdélnikii je 25, cervenych poli 26.

K nasledujici tloze poskytnu pouze obarveni. Zbytek Gvah je podobny tém, které se
vyskytuji v Prikladu 1.
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Piiklad 7: Ve vrcholech Sestitthelniku lezi postupné 2,1,2,1,1,1 mince. V kazdém kroku
pridame na dva sousedni vrcholy po jedné minci. Mize byt po kone¢ném poctu krokt
na vsech vrcholech stejné minci?

Vtip 2: Tonda je v hodiné vyvolan k tabuli a ucitelka mu povida:
,Nakresli kruh a ve stfedu nakresli kiizek!“
»AZ ve sttedu? Vzdyt je teprve pondéli...”

2.3 Hry

Hry mohou mit mnoho podob, ¢asto jde o Sachovnice nebo souboje mezi dvéma hraci.
Typickym Sachovnicovym prikladem jsou pohyby koni a stfelcti - viz pfiklad 2. Pozor, né-
které sachovnice se mohou obarvovat, napt. pfiklad 6 1ze zadat jako Sachovnici. Naopak
hry mezi hra¢i mohou skryvat uplné cokoliv, tieba néktery z jiz zminénych invariantd.

Ptiklad 8: Packa a Mourek hraji hru Chonker. Na za¢atku hry maji tabulku cokolady nxn
a stridaji se v tazich. V jednom tahu miiZe hrac rozlomit nékterou tabulku cokolady podle
mfizky nebo snist nékterou celou tabulku. Hra¢, ktery sni posledni tabulku je chonker a

.

prohral. Ma néktery hrac vyhravajici strategii? Zac¢ina Packa.

RESENi: Podivame se na pocet tabulek modulo dvéma. Necht je Mourek na tahu a ve hre
je sudy pocet tabulek. At uz jednu sni nebo rozlomi, Packa bude mit pfi svém tahu k
dispozici lichy pocet ¢okoladovych tabulek. Obdobné po Packové tahu bude mit Mou-
rek znovu k dispozici sudy pocet ¢okoladovych tabulek atd. Dostavame se k tomu, ze
jelikoz Packa zacina s lichym poctem tabulek (jednou), bude mit vzdy k dispozici lichy
pocet tabulek, zatimco Mourek sudy. Mourek tak nemtze prohrat, protoze by musel byt
na tahu s jednou tabulkou, coz je liché ¢islo. Nejjednodussi Mourkova vitézna strategie
je nechat Packu rozlomit prvni tabulku a jednu ze dvou tabulek snist, Packa pak musi
znovu rozlomit tabulku atd. azZ ¢asem zbyde Packovi jediny ¢tverecek a prohraje.
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