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YA ZBYTKY LX

autor: Ada Heroudkovd

1 Zbytky po déleni

1.1  Motivace

Jednim ze zakladnich pojmt z teorie Cisel je délitelnost a s tim spojené zbytkové tfidy
a kongruence. Jsou to dulezité pojmy, nejen v matematické olympiadé, ale i v teoretické
matematice.

U cisel nas totiz nemusi pouze zajimat, jaka jina ¢isla je déli, ale i jaké zbytky davaji
po déleni dal$imi ¢isly. Pfikladem ndm mtZou byt licha ¢isla, jejichZ hlavni vlastnosti je,
Ze davaji zbytek jedna po déleni dvéma.

Jak nam muze pomoc zkoumani zbytkt po déleni pfi feSeni prikladti?

Piiklad 1: Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel k, I, které splnuji rovnici:

(3k+1)>=31+2

RESENT: RozepiSme si rovnici:
9k? +6k+1=31+2

Vidime, Ze ¢islo na levé strané rovnice bude vzdy davat zbytek jedna po déleni tfemi
a Cislo na pravé strané rovnice dava vzdy zbytek dva po déleni tfemi. Tudiz nemuze
existovat zadna dvojice prirozenych cisel, kterd by splriovala tuto rovnici.

S podobnymi rovnicemi bychom si mohli hrat do nekonecna, ale abychom byli schopni
redit komplikovanéjsi priklady, hodi se ndm naucit se zakladni terminologii a zakladni
praci se zbytky.

1.2 Zbytkové tiidy

Kdyz si vezmeme néjakeé prirozené Cislo n, mizeme si rozdélit vSechny pfirozené (do-
konce i celé) ¢isla do mnozin, podle toho, jaky davaji zbytek po déleni n. Vice zkuseni
by fekli: Mzeme vSechna cela cisla rozdélit do zbytkovych tfid, podle toho jaky zbytek
davaji modulo n.

Méame tedy n tfid, kazda symbolizujici jeden mozny zbytek, mnozina téchto n tfid se
Casto znaci Z, nebo Z/n. Na téchto tfidach dokonce mtizeme zavést operace. Secteme-li
naptiklad dvé libovolna ¢isla, které davaji zbytek 1 modulo 3, pak dostaneme ¢islo, které
dava zbytek 2 modulo 3.

Pojd'me si tyto véci korektné zadefivat.
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Definice: Mé&jme cela &isla a, b a ptirozené &islo n. Rekneme, Ze a je kongruentni s b
modulo n, psano: a =b mod n, pokud n déli (a—b).

Poznamka: Mnozinu Cisel, které jsou kongruentni s celym ¢islem a modulo #n zna¢ime
[a],. Takovych réiznych mnozZin kongruetnich ¢&isel modulo 7 je presné n. Rikdme jim
zbytkové tfidy a casto je znacime [0],,, [1],,..., [n —1],.

Kazdé celé cislo si totiz mtizeme zapsat ve tvaru
a=kn+wn,

kde k je celé ¢islo a n’ je nezaporné celé ¢islo mensi nez n (zminovany zbytek). Tento
zapis je dokonce jednoznacny. Dvé ¢isla davaji stejny zbytek modulo n pokud maji v
zapisu stejné n’. Tedy jejich rozdil (kyn+n’) — (kyn + n’) = (k; — kp)n je délitelny n. Proto
kazdé ¢islo muzeme ptiradit do zbytkové ttidy [n],,.

Tento zapis nam pomuze pochopit operace na kongruencich (zbytkovych tridach).
Véta 1: Nechta=b modn,c=d mod n, potom plati:

*a+c=b+d modn

*a-c=b-d modn

*a-d=b-d modn

* nechf k je libovolné nezaporné celé ¢islo: a* = b¥ mod n

Dukaz: Rozepisme si ¢isla g, b, ¢, d nasledovné:

a=fn+n,

7
b=gn+n,
c=hn+n",
d=in+n",

kde f, g, h, i jsou cela ¢isla a n’, n” jsou nezaporna celd ¢isla mensi nez n.
Tedy plati:
at+c=(f+h)n+(n +n")

b+d=(g+iyn+(n +n”).
Obé cisla tedy budou davat stejny zbytek po déleni n.

Obdobny argument mlZeme provést pro nasobeni, od¢itani a mocnéni. Pokud mi to
neveérite doporucuji zkusit si to propocitat.

Déleni je komplikovanéjsi, ne vZdy ho totiz miZeme provést. Na feSeni této série neni
potfeba, ale pokud by vas to zajimalo, tak si ho zkuste promyslet ¢i vyhledat.

Pojd'me si na procviceni ukazat, jak mizeme vyuzit vlastnost zminovaného mocnéni
Vv praxi:
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Piiklad 2: Jaky zbytek dava 13° po déleni 15?
RESENi: RozepiSme si to pomoci kongruenci:
13=-2 mod 15

13°=(-2)° mod 15
(-2)°=(-2)*-(-2)>=16-4 mod 15
16=1 mod15—(-2)°=1-4=4 mod 15

Na ulehceni pocitani nam slouzi takzvana Cinska zbytkova véta.

Véta 2: Predpokladejme, ze my, m,, ..., m, jsou navzajem po dvou nesoudélna pfirozena
Cisla, m; > 2 proi =1,...,r. Potom kazda soustava rovnic:

x=a; mod m,

x=a, mod m,

x=a, modm,

ma feSeni x, které je urceno jednozna¢né modulo M =my -my,----- M.
Jednoduché pouziti ¢inské zbytkové véty je napriklad:
Piiklad 3: Urcete jaky zbytek dava ¢islo 4190 po déleni 15.

xesent: Cisla 3 a 5 jsou nesoudélna. Mtizeme se tedy podivat na &islo 4190 zvlast modulo
3as.

4=1 mod3

4100 =110 =1 mod 3
4=-1 mod5
4100 = )10 =7 mod5
Z Cinské zbytkové véty vime, Ze existuje pouze jedno ¢islo modulo 15, které je 1

modulo 3 i 1 modulo 5. Takovym zbytkem je 1 modulo 15.
1.3 Kvadratické zbytky

MiZeme zkoumat vlastnosti riznych typt zbytkh. V téhle sekci se zaméfime na ty

takzvané kvadratické, nebot jejich vlastnosti se hodi k feSeni mnohych rovnic ¢i olympi-
adnich uloh.

Definice: Cislo a nazveme kvadratickym zbytkem modulo 1, pokud existuje celé &islo x
takové, ze x2 =a mod n.
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Pro nékteré muze byt prekvapivé, Ze ne vSechna ¢isla jsou kvadratickym zbytkem.
Kdyz je néjaké ¢islo kvadratickym zbytkem, vSechna ¢isla, co jsou s nim ve stejné zbyt-
kové tridé, jsou téz kvadratickym zbytkem. Muzeme se pak zabyvat otazkou kolik exis-
tuje rznych zbytkovych tfid modulo n obsahujici kvadratické zbytky. O ¢islech, které
nejsou kvadratickymi zbytky modulo n, mluvime jako o kvadratickych nezbytcich mo-
dulo n.

Piiklad 4: Najdéte vSechny tfidy obsahujici kvadratické zbytky modulo 4.

RESEN{: Situaci si mizeme rozdélit do ctyr pripadi:
* x=0 mod 4: Potom x> =0 mod 4
* x=1 mod 4: Potom x> =1 mod 4
e x=2 mod 4: Potom x> =4=0 mod 4
* x=3 mod 4: Potom x> =32=1 mod 4.

Jak mtzeme vidét, tak kvadratickymi zbytky jsou pravé prvky tfidy [0]; a [1]4. Tim,
ze jsme prosli véechny moznosti druhych mocnin, tak vime, ze tfidy [2]4 a [3]4 nemUzZou
obsahovat kvadratické zbytky.

Z toho duvodu, ze druhé mocniny miizou davat zbytek pouze o nebo 1 modulo 4,
se obcas hodi divat na rovnice s druhymi mocninami modulo 4. Pfipadné modulo vyssi
mocniny dvojky, protoze maji taky velmi malo tfid s kvadratickymi zbytky.

Téz se kvadratické zbytky chovaji velice pékné modulo licha prvocisla. Pokud by vas

to zajimalo vice doporucuji si vyhledat zakon kvadratické reciprocity. My si tady zmi-
nime jen par zajimavych vlastnosti.

Véta 3: Necht p je liché prvocislo, potom existuje prave % tfid modulo p obsahujici
kvadratické zbytky.

. . i oqop-l
Kdybychom nulu nepovazovali za kvadraticky zbytek bylo by jich &-.

Véta 4: Méjme liché prvocislo p:

* Pokudje p=1 mod 4, potom pokud a je kvadraticky zbytek modulo p je i —a kva-
draticky zbytek. Naopak pokud je b kvadraticky nezbytek, je i —b kvadraticky ne-
zbytek.

* Pokud je p =3 mod 4, potom pokud je a kvadraticky zbytek modulo p je —a kva-
draticky nezbytek. A naopak, pokud je b kvadraticky nezbytek je —b kvadraticky
zbytek.

1.4 Zavér

Jak jsme mohli vidét zbytky po déleni a kongruence maji spoustu zajimavych vlast-
nosti a da se s nimi pékné pracovat. Proto se nam casto vyplati je pouzivat pfi feseni
priklada z teorie Cisel.
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