BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXX. ro¢nik
2023/2024



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

Pomocny text ke 5. sérii

A% KoONVEXNT KOMBINACE LX

autor: David Unge

V posledni sérii letosniho ro¢niku Brkosu se zaméfime na pojem konvexni kombinace
bodii v roviné. Nebojte, nejde o nic téZkého - je to jen prevlecené pocitani s vektory.

1 Body a vektory

V této sérii se budeme bavit o bodech a vektorech v roviné. Je potfeba znat a chapat

rozdil v téchto dvou pojmech, bohuzel ale k aplnému pochopeni potfebujeme pomérné
hodné teorie. Pokusim se je proto vysvétlit spise intuitivné. Pojem bodi roviny znaci
naprosto bézné body, se kterymi jste zvykli pracovat. Vektory jsou pak v urcitém smyslu
"rozdily"téchto bodi, je uzitecné si je ale predstavovat standardné jako Sipky. Mame ctyfti
hlavni operace, které s body a vektory mazeme provadét. Prvni je rozdil dvou bodt, coz
je operace, ktera vezme dva body a jejim vysledkem je vektor. Mame-li body A, B v ro-
viné, pak rozdilem B— A myslime vektor s po¢atkem v bodé A vedouci do bodu B. Druha
operace je soucet bodu a vektoru, ktera bodu a vektoru prifadi bod. Mame-li bod A a
vektor v, pak vysledkem souctu A + v je bod, ktery ziskame, kdyz vektor v umistime do
bodu A. Tfeti operace je s¢itani vektord, jejiz vysledkem je vektor. Pozor! S¢itat miZeme
pouze ty vektory, které jsou umistény do stejného bodu. Scitat vektory vychazejici z ji-
nych bodi nema smysl. Ctvrtou operaci je pak nasobeni vektoru &islem, jejiz vysledkem
je opét vektor.
Pojdme se podivat na to, jak se tyto pojmy pouzivaji v roviné, ve které mame zavede-
nou kartézskou soufadnou soustavu. Kazdy bod této roviny ma jednozna¢né prifazené
soufadnice a zapisujeme ho pomoci hranatych zavorek jako [a1,a,]. V takovéto roviné
vnimame bod o soufadnicich [0, 0] jako vyznaény a fikdme mu pocatek. Bod v této roviné
o soufadnicich [ay,a,] pak mizeme vnimat zaroven jako vektor vedouci z pocatku do
tohoto bodu, neboli jako rozdil [ay,a,] - [0,0]. Takovyto vektor zna¢ime pomoci oblych
zavorek jako (a,a,). Zaroven miizeme kazdy vektor vnimat jako bod za pomoci rovnosti
[a1,a5] =[0,0]+(ay,a;). Vidime tu jakousi korespondenci mezi body a vektory. Navic, po-
kud budeme mit v roviné zavedenou soufadnou soustavu a budeme se bavit o vektorech,
budeme predpokladat, ze vSechny tyto vektory vedou z pocatku. Potom vime, Ze je mu-
Zeme mezi sebou scitat a nasobit ¢islem. Jak to funguje pfesné je popsano v nasledujici
sekci.

2 Linearni kombinace

Nejprve si pfipomerime, jak se v roviné scitaji vektory. Jisté jste se vSichni setkali
s geometrickou intuici sc¢itani vektort - takzvanym doplnénim na rovnobéznik. Mam-
li dva vektory, za jejich soucet ozna¢im diagonalu rovnobézniku, ktery mi tyto vektory
urcuji.

BRKOS Team



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

3.5

2.5

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5

Obr. 1: S¢itani vektorti doplnénim na rovnobéznik. Vysledkem je vektor (4, 3).

Nyni bychom tento proces chtéli popsat matematicky. Vime, ze vektory v roviné
(aq,a;) si po zavedeni kartézské souradné soustavy muzeme predstavit jako Sipky ve-
douci z pocatku o soutradnicich [0, 0] do néjakého obecného bodu [ay,4;]. Tim, ze vSechny
vektory vedou z pocatku, mame jistotu, Ze je miizeme scitat. Uzitim tohoto zapisu jde sci-
tani popsat jednoduse - pokud mam dva obecné vektory (ay,a;) a (b1, b,), potom je sectu
po slozkach. Vysledkem bude tedy vektor (a; + by, a, + b,) opét vedouci z pocatku. Za-
roven jisté vSichni vite, jak béZné nasobime vektory ¢islem. Mame-li néjaké realné cislo
r, kterym chceme vynasobit vektor (a1,a;), vynasobime ho po slozkach. Vysledkem tedy
bude vektor (ra;,ra,).
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Obr. 2: Nasobeni vektoru (1,1) ¢islem -2.

Poslednim pojmem, ktery v této sekci chci zavést, je tzv. linedrni kombinace. Nejde o nic
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jiného, nez kombinaci s¢itani a nasobeni vektort ¢islem. Napfiklad, pokud mame vek-
tory (1,2) a (3,4) spole¢né s ¢isly 3 a (1), vysledkem linearni kombinace 3-(1,2)+(-1)-
(3,4) je vektor (0, 2). Cisla 3,—1 nazveme koeficienty linearni kombinace.
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Obr. 3: Linearni kombinace. Cervené vyznacené jsou puvodni vektory, cerné jsou jejich
prislusné nasobky a doplnéni na rovnobéznik a vysledny vektor je modry.

Nasim cilem je ziskat néco jako linedrni kombinaci bodid. Problém je, Ze body neu-
mime scitat ani nasobit vektorem. Toto miizeme vyftesit tak, Ze si v roviné zavedeme sou-
fadnou soustavu. Poté si kazdy bod mlZeme pfedstavit jako vektor z pocatku do tohoto
bodu a provést linedrni kombinaci bodt jako linearni kombinaci vektora. Napfiklad po-
kud bychom méli dva body v roviné se souradnou soustavou, a tyto body mély souradnice
[1,2] a [3,4], mohli bychom si pfedstavit jejich linearni kombinaci 3-[1, 2]+(-1)-[3, 4] jako
linearni kombinaci prislusnych vektorti vedoucich z pocatku, kterou jsme popsali v pred-
chozim pfikladu. Vysledkem by pak byl bod [0, 2] jakoZto soucet [0,0]+(0, 2). Mluvime-li
tedy o linearni kombinaci bodi, skryva se za ni linearni kombinace vektorti vedoucich z

.

pocatku a jejim vysledkem bude bod jakozto soucet pocatku a vysledného vektoru.

3 Afinni kombinace

Kdyz jsme si pfipomnéli s¢itani vektord, je na case se posunout blize ke konvexnim
kombinacim. Bézné jsme vSichni zvykli pracovat v roviné spolecné s kartézskou sourad-
nou soustavou, tedy v roviné s danym pocatkem. My si zavedeme rovinu bez pocatku.
Tato rovina se nazyva afinni. Za pojmem afinni roviny stoji myslenka, Ze v nekonecné ro-
viné je mozné vzit za pocatek bez rozdilu tplné libovolny bod. Vskutku, bézny pocatek
nema zadnou specidlni kvalitu, kterd by ho vyzdvihla nad ostatni body. Stejné tak jako v
jedné souradné soustavé hraje bod [0,0] roli poc¢atku, miizu si ve stejné roviné definovat
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novou soufadnou soustavu s po¢atkem v bodé [1,1]. Tyto soustavy budou shodné az na
néjaké posunuti a otoceni o urcity thel (neboli afinni zobrazeni). Pojdme se ale zaméfit
na to, co se stane s linearnimi kombinacemi po zméné souradnych soustav.

Vratme se k prikladu z minulé sekce, kde jsme uvazovali linearni kombinaci 3 -(1,2) +
(=1)-(3,4), jejiz vysledkem byl vektor (0,2). Tuto kombinaci samoziejmé provadime v
rovingé, ve které mame zavedenou souradnou soustavu, a mizeme se na ni proto divat
jako na kombinaci bod1, jejimz vysledkem bude opét bod se soufadnicemi [0, 2]. Zkusme
nyni zavést novou soufadnou soustavu a zjistit, co se stane s touto linearni kombinaci a
zejména s vyslednym bodem. Uvazme souradnou soustavu, jejiz stfed bude v bodé [1,1]
a soufadné osy budou rovnobézné s predchozimi. Jedna se tedy pouze o posunuti, které
bod o soufradnicich [ay,a,] zobrazi na bod [a; + 1,a, + 1]. Poté body, které mély ptavodni
soufadnice [1,2] a [3,4], budou mit nové souradnice [0,1] a [2,3]. Jejich linearni kombi-
nace se stejnymi koeficienty 3 a —1 bude nyni vypadat jako 3-[0,1]+(-1)-[2,3] =[-2,0].
Tento bod ma puvodni soutfadnice [-1,1]. Lisi se tedy od vysledku linearni kombinace v
ptvodnich soufadnicich, coz byl bod [0, 2]!

0.5

Obr. 4: Body [0,2] a [-1, 1] jakozto vysledky stejné linedrni kombinace po zméné
soufadnych soustav.

Tento rozdil nam neni prilis pfijemny. Chtéli bychom pracovat v afinni roviné, tedy
v roviné bez jasné daného pocatku, a chtéli bychom uvazovat linearni kombinace bodd.
Vidime ale, Ze pokud si zvolime souradnou soustavu dvéma rtiznymi zpasoby, daji nam
ty stejné linearni kombinace rtizné vysledky. Nasim cilem je tedy zavést takovy pojem
kombinace, ktery by nezavisel na volbé soufadné soustavy, tedy vysledek linearni kom-
binace pevné zvolenych bodi s urc¢itymi koeficienty by byl stejny pro libovolné zvolenou
soufadnou soustavu. Tim je pfesné pojem afinni kombinace. Jesté je dobré si uvédomit,
ze vektory vedouci z pocatku se scitaji pomoci stejného pravidla (doplnéni na rovnobéz-
nik), at si soufadné osy zvolime v jakémkoliv sméru. Mluvime-li tedy o volbé souradné
soustavy, zasadni roli hraje pouze volba pocatku. Volba soufadnych os nebude mit na
s¢itani vektort vliv.
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Véta 1: Mame-li afinni rovinu bez zvoleného pocatku, kone¢né mnoho bodti {A;: 1 <i <
n} v této roviné a ¢isla r; € R, pak linearni kombinace 1Ay + 1Ay +... + 1,A, = Y1 1iA;
nezavisi na volbé soufadné soustavy pravé tehdy, kdyz soucet jejich koeficienti je ro-
ven jedné, tedy | +r,+...+ 1, =) | r; = 1. Linearni kombinaci s vlastnosti ) [ r; = 1
nazyvame afinni kombinaci.

Dukaz: Tento dukaz je spise ilustrativni a neni tfeba k aspéSnému reseni série. Zvolime-
li si dva razné pocatky v roviné P a Q, chceme, aby vysledky linearnich kombinaci vzhle-

dem k témto poc¢atkam byly stejné, tedy aby P+) 1, r;( lﬁg) =Q+) !, ri(QA;), pak plati
série ekvivalenci P+ ) " ri(PA;) = Q+ Y 1ri(QA;) < QP +) ! ,ri(PA; — QA;) =
—> n —> —> n n
0 = -PQ+} . ,1(PQ)=0 ¢ PQ -(-1+)/ ,1r)=0¢ )} r=1
Mtzete si vyzkousSet, Ze tato definice afinni kombinace doopravdy funguje. Kdy-
bychom si opét vzali jiz nékolikrat zminénou kombinaci bodt [1,2] a [3,4], nyni ale s

koeficienty 2 a —1, zjistili bychom, Ze i po zméné soufadnic vychazi ten stejny bod v
roviné.
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Obr. 5: Vysledky afinni kombinace po zméné soufadnych soustav jsou stejné.

4 Konvexni kombinace

Pojd'me se podivat na to, ceho jsme vlastné dosahli. Mame obecnou afinni rovinu bez
soufadnic a néjaké body v této roviné. Chtéli bychom tyto body scitat a nasobit - ale to
vime, Ze pro body nedava smysl. Zvolime si v této roviné tedy néjaky pocatek a sourad-
nou soustavu, a z bodd se ndm stanou vektory vedouci z pocatku této soustavy. Ty uz
sCitat a nasobit ¢isly umime - délame takzvané linearni kombinace. Potiz je v tom, Ze
vysledek linearni kombinace, pokud si ho predstavime jako néjaky bod v roviné, mize
zaviset na dané souradné soustavé. Proto jsme zavedli pojem afinni kombinace, kde sou-
et koeficienti kombinace musi byt jedna. Poté vime, Ze vysledek kombinace na zvolené
soustavé nezavisi. MzZeme se tedy bavit o afinnich kombinacich bodi v roviné, kde zad-
nou soufadnou soustavu nemame. Pokud budeme chtit zjistit vysledek néjaké takové
afinni kombinace, jednoduse si zvolime soufadnou soustavu zcela libovolné a vysledek
dopocitame.

Nyni uz se konecné mizeme dostat k hlavnimu pojmu této série: konvexni kombinace.

BRKOS Team



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

Jedna se o afinni kombinaci bodt v roviné s pfidanou podminkou, Ze vsechny koefici-
enty této kombinace musi byt nezaporné. Jde tedy o kombinaci )} ' | r;A;, kde Y1 r; =1
a zaroveri r; > 0 pro kazdé 1 <i < n. Jaky je geometricky vyznam konvexnich kombinaci?
Pokud mame dva body v roviné A, B, pak vysledkem jejich libovolné konvexni kombi-
nace bude bod lezici na Gsecce AB. Pokud mame body A, B, C, které nelezi na primce,
poté bude vysledkem jejich konvexni kombinace bod lezici uvnitf trojuhelnika ABC. Uz
i z nazvu je tedy vidét, Ze konvexni kombinace budou mit co do ¢inéni s pojmem kon-
vexnich atvart v roviné. Pojdme si ho pfipomenout.

Definice: O mnoziné bodii v roviné fekneme, Ze je konvexni, pokud s kazdymi svymi
dvéma body obsahuje i tsecku jimi urcenou.

Véta 2: Prinik libovolné mnoha konvexnich atvart je konvexni.

Dukaz: Necht body A, Bleziv pruniku konvexnich atvarti. Poté musely lezet v kazdém z
pronikanych utvart, a protoZe vsechny tyto jsou konvexni, pak véechny obsahuji i asecku
AB. Proto tato tsecka musi také lezet v jejich praniku.

Definice: Méjme mnozinu bodd M v roviné. Konvexni obal mnoziny M je nejmensi
konvexni utvar, ktery M obsahuje, a definujeme ho jako pranik vsech konvexnich utvarda,
které obsahuji mnozinu M. Konvexni obal mnoziny M znac¢ime conv(M).

Véta 3: Méjme mnozinu kone¢né mnoha bodd v roving, ozna¢me ji M = {A; : 1 <i <n}.
Poté jeji konvexni obal splyva s mnozinou vsech konvexnich kombinaci boda A;, tedy
plati rovnost conv(M)={} " riA;: Y i 1 =1,1,>0}.

Vétu 3 ponechame bez dikazu, poskytuje nam ale velice uzitecny nastroj, jak popsat
konvexni obal kone¢né mnoha bodl v roviné. Staci uvazit vsechny jejich konvexni kom-
binace!

5 Pomocna tvrzeni

V této sekci najdete tvrzeni, priklady a dikazové postupy, které Vam pomohou pfi
feSeni série. Na libovolné tvrzeni z této sekce se muzete ve svych reSenich odkazat.

Véta 4: Méjme dva riizné body v roviné A, B. Mnozina afinnich kombinaci {kA+(1-k)B:
k € R} tvofi pfimku urcenou body A, B.

Dikaz: Staciukazat, Ze rozdil libovolnych dvou bodt z této mnoziny je nasobek vektoru
AB. Méjme X = kA+(1-k)BaY =I1A+(1-1)B pronéjaka k, I € R. Zvolme libovolné pocatek

o —_— = = —> — — — — —
P apocitejme: XY = PY -PX =IPA+(1-1)PB—(kPA—(1-k)PB)=(I-k) PA—(I-k)PB =
(I-k)BA = (k—1)AB.

Véta 5: Mame-li dva rizné body v roviné A a B, pak bod X lezici na tsecce AB takovy,

|AX| _p

v s P s . A _ L . L X z NP v vy o vr
ze plati X5 = g’ )€ konvexni kombinaci X = 74q A+ g B (Zaroven si vSimnéte, ze ¢im

bliz je bod X k bodu B, tim vétsi koeficient mame u bodu B.)

BRKOS Team



XXX. ro¢nik BRKOS 2023/2024

Dukaz: Zvolme si pocatek P v roviné zcela libovolné. Vime, Ze plati X = kA + (1 —k)B.
— —> — — — — _— = = — —

Pak PX =kPA +(1-k)PB =kPA + PB —kPB =k(PA — PB)+ PB = kBA + PB. Z toho

v DD oy Y ; ; . , P q

plyne PX — PB = BX = kBA.Z podminek na podil vzdalenosti pak plati, ze k = et
{uzie videt, ze X = L A+ P

Nyni uz je vidét, ze X = erqA+ 217 B

Priklad 1: Dokazte, ze thlopficky ctyfuhelnika se puali pravé tehdy, kdyz se jedna o

rovnobéznik.

RESENT: Z predchozi véty vime, Ze stied Gsecky XY se pomoci konvexni kombinace vy-
jadtijako S = £ X + Y. Poté se d4 zadani preformulovat na problém, kdy mame 4 body v
roviné A, B, C, D a pozadujeme, aby stfed usecky AC splynul se sttedem tsecky BD, tedy
%A+ %C =1B+ %D. Zvolime-li si libovolny pocatek P, pak ziskavame vektorovou rovnost
157 152 172 1752 vy L5 =2 1 e o e
5PA +5PC =5PB+5PD,zcehoz plyne 5(PA - PB) = 5(PD — PC),neboli BA = CD.
_ - — = — — .
Zaroven musi platit BA + AD = BC + CD, atedy i AD = BC. Pak vidime, Ze vektory
urcujici protéjsi strany musi byt stejné, a tedy zejména rovnobézné.

Véta 6: (Carathéodory) Méjme mnozinu M kone¢né mnoha bodt v roviné a necht bod x
lezi v konvexnim obalu conv(M) této mnoziny. Potom existuje trojice bodt A1,A;, A3 € M
takova, ze x € conv(A,A;, Az).

Véta 7: (Skaldrni souc¢in) Necht ay,a,, by, b, jsou realna cisla a plati a%+a% < 1,bf+b§ <l1.
Pak a;by + a,b, < 1. Navic, pokud a‘;‘ + a% < 1,b{' + b% <1 a plati a1by + a,b, = 1, pak
ap = bl,az = bz.

Na zavér si dovolim par poznamek a rad k aloham.

* Mame-li dva néjaké body X a Y vyjadreny jako afinni kombinace jinych bodt a
chceme nalézt vektor ﬁ , formalné spravnym feSenim neni odecist obé afinni
kombinace od sebe. Je potfeba si zvolit pocatek P a poté pracovat s vektory PX,PY,
kdy XY = PY - PX. Inspirujte se postupy v predchozich diikazech.

* Rovnobéznost se da vyjadrit pomoci nasobku vektorii. Chceme-li ukazat, ze asecky

AB a CD jsou rovnobézné, staci, aby vektory AB a CD byly nasobky jeden dru-
hého.

+ Uplné tfeseni tlohy 3 vyzaduje rigorézni diikaz. Stac¢i tlohu dokazat pro kruh o
poloméru 1. Zafixujte si soufradnou soustavu v roviné a uvazujte kruh o poloméru
1 se stftedem v pocatku této soustavy. Predpokladejte pro spor, ze tento kruh lze
zapsat jako konvexni obal kone¢né mnoha bodii. Vyberte si libovolny bod na hra-
ni¢ni kruznici. Pouzijte Carathéodoryho vétu, vétu o skalarnim soucinu a dojdéte
ke sporu.
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