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Pomocny text ke 4. sérii

oY TELESKOPICKE SOUCTY A UAY
(GEOMETRICKE RADY

autor: Adéla Heroudkova

1 Nekonecéné fady

V této Brkosi sérii najdete priklady na teleskopické soucty a hlavné na geometrické
fady. Jsou to konkrétni typy prikladd, které by se daly schovat pod nazev nekone¢né rady.
Pojd'me si tedy nejprve predstavit, co to takova nekonec¢na fada je.

Obvykle byva jednoduché secist dvé cisla (alespon s kalkulackou). Tézsi problém
muze byt secist n ¢isel, napriklad vyjadrit hodnotu

Sy=1+4+2+---+n.

Traduje se, zZe prvni, kdo urcil soucet této rady cisel, byl slavny matematik Carl Friedrich
Gauss, kdyz se ho pani ucitelka na zakladni skole snazila zabavit v hodiné matematiky.
Neéktefi z vas mozna znaji vysledny vzorec:

+1
Sy=1+2+---+n= n(n ).
2
Dalsi takovy zajimavy soucet muze byt
=1+~ ! +— ! +et !
2 4 2

V tomto pfipadé uréime soucet tak, ze od sebe ode¢teme fady s, a 5s,. Nedd moc prace
zjistit, Ze vysledek bude roven 1 — %, a tedy po upraveé dostaneme

1
— 2 o
211
V tomto pfipadé se déje néco zajimavého: jak se n zvétsuje, hodnota souctu s, se neustale
blizi ke dvojce (zlomek % se velmi rychle zmensuje), ovSem nikdy dvojky nedosahne.
Nicméng, pro jakékoli ¢islo mensi nez 2, napt. 1,9999999999, najdeme vhodné n takové,
ze 2>5,>1,999999 (v tomhle pripadé muzeme vzit n = 20, ovérte si sami!). Tzn. v tomto

pripadé dava smysl uvazit nekone¢ny soucet

1
Zzn1_1+2+4+

a polozit ho roven dvéma.
Formalné miizeme tuto situaci popsat pomoci nasledujicich definic:

Definice: Necht {a,};”, je posloupnost redlnych cisel, potom nekone¢nou fadou rozu-

mime vyraz
(S
E a,=a1+ap+as...

n=1
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Posloupnost {s,}°> ;, kde

n=1’
S1=4ay, Sp=4ay+4ap,..., Spy=a1+a,+---+a,,

nazyvame posloupnost ¢asteénych souctii dané nekonecné fady.

Mame-li danou nekonec¢nou fadu, diilezitou otazkou je, zda celkovy soucet je néjaké
realné ¢islo nebo zda je soucet roven +oco. Vidéli jsme, zZe v pripadé posloupnosti {%};":1
mizeme soucet fady poloZit roven dvéma, v pripadé posloupnosti {n};, zjevné hodnoty
s, donekonecna rostou, tedy fekneme, Ze soucet je roven oco. Pokud je souctem realné
dislo fikame, Ze fada konverguje, pokud je soucet roven +oo, fikame, Ze fada diverguje.
Zde si muzete pfecist formalni definici:

Definice: Rekneme, Ze fada konverguje a jeji soucet je roven s, jestlize limita posloup-
nosti ¢astecnych souctli existuje a je konec¢na, neboli lim,,_,., s, =s € R. Potom piseme

[o.¢]
E a, =Ss.

n=1

Pokud se posloupnost ¢aste¢nych souctii blizi k +oco0, fekneme, Ze fada diverguje. Mtze se
stat, Ze posloupnost soucttl s, nebude mit zadnou limitu, potom fikame, Ze fada osciluje.

To, ze ,limita castecnych souctli existuje a je kone¢na“, si mizeme predstavit jako, ze
se poslounost ¢astecnych souctt nékonecné blizi néjakému realnému ¢islu.
Jako priklad oscilujici fady si mizeme vzit fadu

()" =1-1+1-1+---.
=1

n

V tomto pripadé je posloupnost ¢aste¢nych soucta tvaru 1,0,1,0,1,... neni tedy jasné,
jestli by celkovy soucet nekonecné fady mél byt 0 nebo 1.
Rozhodnout k ¢emu nekonecna fada konverguje je obecné velice naro¢né. Napriklad

ufady ) 7, % to dodnes nevime. Obcas neni ani jednuché rozhodnout, zda rada vibec

konverguje, piikladem mize byt fada ¥ 0> ;
Nyni si pfedstavime dva zplsoby, jak probléem konvergence vyfesit u nékterych typt

fad.
2 Teleskopické soucty

U nekonecnych rad, kde se nam objevuji prvky se znaménky plus a minus, se mizeme
podivat, zda se nam nepodari zjednodusit n-té ¢aste¢né soucty tim, Ze se nam ve vyjad-
feni ¢leny poodecitaji. Kdyz zjednodusime posloupnost ¢aste¢nych souctti, je jednodussi

urcit k ¢emu dana fada konverguje (¢i zda diverguje).

Priklad 1: Urcete soucet fady:

i(%_nj—l)'

n=1
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ResSeni: Jeji N-ty caste¢ny soucet se rovna

=) (o)== 30 (35 (i)

Kdyz tento soucet prezavorkujeme, uvidime, jak se nam spousta prvki krasné poodecita:

1
n+1

S —[1+(1+1)+(1+1)+ +( 1+1) ! ]—1 !
N 272 33 N N/ N+1]" " N+1
S kazdym dalsim castecnym souctem tedy budeme odecitat od 1 mensi a mensi cislo.
A limita této posloupnosti, a tedy i soucet fady, vyjde 1. (Toto neni korektni dikaz, ale
spise idea. Na korektni dukaz, Ze je to skute¢né 1, bychom potfebovali vysvétlit teorii

limit, na coZ zde bohuZzel neni prostor :( Nicméné takovato idea nam ve vasich feSenich
bude stacit :))

Nékdy nedostaneme fadu takhle pékné rozepsanou a sami si ji musime upravit, aby
se nam nasledné ¢leny poodecitaly. Napriklad pfedchozi sumu bychom mohli dostat ve

1
tvaru Z?zozl m .

Vyzkouset si spocitat takovou teleskopickou sumu miuzete v prvnim prikladu této
série.

3 Geometricke fady

Nekonec¢nou posloupnost nazyvame geometrickou, pokud je kazdy c¢len definovan
rekurentné vztahem

Ap+1 = Anq,

kde g je takzvany kvocient dané posloupnosti. Mizeme tedy n-ty ¢len posloupnosti psat
jako
a, =aq" .

Nekonecna geometricka rfada s kvocientem g bude tedy vypadat

(o)

Zﬂlqn_l-

n=1
Nyni se podivejme na soucet prvnich n ¢lent této fady. Na zjednoduseni vyrazu vyuzijme
vztahu ¢" -1 =(g—-1)(¢" ' + "% +---+1). Pokud g # 1 tedy plati:
q" -1
q-1"

Sp=a1+ay+-+a,=ay+ajg+--+a19g" " =a;

Pro q =1 je s, = nay. Pfiklad geometrické fady jsme vidéli v tivodu proa; =1, g = %

Jak tedy dopadne soucet nekonecné geometrické rady? Pokud je g > 1, neni tezké si
rozmyslet, Ze posloupnost ptjde do nekonecna, protoze prvek q" roste do nekonecna, a
tedy fada bude divergovat. Pokud bude g < -1 poroste posloupnost v absolutni hodnoté

do nekonecna, ale protoze se budou stfidat kladné a zaporné hodnoty, znamena to, ze
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fada bude oscilovat. Pokud ale bude |g| < 1, bude se prvek gq" neustale zmensovat a ¢im
dal vic blizit nule. Nakonec tedy dostaneme, Ze limita posloupnosti ¢aste¢nych souctti, a
tedy i soucet fady, je 1“—_1{1.

o 5 prolq| <1
Zulq”‘l = Ji_r){)losn = {0 prog>1
n=1 osciluje  prog<-1

Piiklad 2: Urcete zda fada konverguje ¢i diverguje, pripadné urcete jeji soucet:

(o)

Reseni: Jedna se o geometrickou fadu s kvocientem g = % a pocate¢nim ¢lenem a; = 3.

3
Mimochodem, kvocient mizeme jednoduse spocitat tak, ze vydélime dva po sboé jdouci
¢leny geometrické fady, napi.

q:

Wl ol
|

Kvocient je v absolutni hodnoté mensi nez 1, takze soucet se bude rovnat

®  Hu+l 4
2 3

= = 4.
2
3 1-2

n=1
V sérii jsou samoziejmé tézsi priklady nez tento, nicméné na jejich vyreSeni z teorie
nekonec¢nych rad nepotfebujete védét nic vic, nez tento kratky tvod :)

4 Bonus: Vyuziti nekoneénych fad

Nasledujici text nebudete k feSeni tloh potfebovat, nicméné urcité si jej prectéte,
chcete-li zjistit, k cemu mizZeme nekonecné fady pouZit v praxi.

Zamysleli jste se nékdy nad tim, co se stane, kdyz do kalkulacky zadate pokyn
,5in(48.5)“? Samoziejmé se stane to, Ze na kalkulacce se objevi vysledek. Ale jak k nému
ten stroj dojde? Odpovédi jsou prekvapivé nekonecné rady. Kalkulacka totiz ve skutec-
nosti neumi nic vic nez scitat, odc¢itat, nasobit, délit, mocnit — ale je v tom zatracené dobra.
A faktem je, ze kazda rozumna funkce — jako sinus, kosinus, odmoncina, exponenciala,
logaritmus atd. — se da vyjadrit hezkym zplisobem pomoci jisté nekone¢né fady, tzv. Ta-
ylorovy rady. Napfiklad plati nasledujici:

o0 2n-1 3 5
. X x> X
sinx = E ()" =x -

—1) ! !
— (2n—-1)! 3! 5!
Kalkulacka tedy udéla pouze to, ze vezme néjaky castecny soucet fady napravo — dost
velky, aby se na tfeba 6 desetinnych mist shodoval s opravdovou hodnotou sinx — a vy-

sledek vam naserviruje.
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Piiklad 3: Zkusime-li nasledujici metodou urdit sin(m). Mazeme si spocitat tfeba v
programu wolframalpha, Ze soucet prvnich sedmi ¢lenti je pfiblizné roven 0,00002, tedy
se opravdu postupné blizime k nule.

Mezi dalsi Taylorovy fady patfi napt. slavna a velmi uzite¢na fada pro exponencialu:

Na tomto vidime dalsi, podobné, vyuziti nekoneénych fad: aproximace néjakych kon-
stant. Napf. nasledujici fada aproximujici 7= byla objevena uz okolo roku 1400:

- (—1)+1 1 1 1
= =l ===,
Z«2n—1 3'5 8

PN

n=1

Bohuzel, a¢ velmi krasna, tato fada konverguje k 7 extrémné pomalu (je potfeba secist
4000 ¢lent, aby byl vysledek lepsi nez Archimédtv odhad). Nicméné existuji i mnohem
rychlejsi aproximace, jak se mazete docist na wikipedii.
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