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Pomocny text ke 2. sérii
T KUZELOSECKY L1
autor: Radka Fojtovd

V tomto studijnim textu se spolu podivame na kuZelosecky z geometrického pohledu.
Nejdrive si ukazeme, co je to kuzelosecka a jaké mame typy. Zaroveri si ukazeme spoustu
krasnych geometrickych aloh vyuzivajicich pravé znalost kuzelosecek.

Kuzelo Secka?

Prvni pohled na to, co to kuzelosecka je, muze byt nasledujici. SRR
Predstavme si kuzelovou plochu. Kuzelova plocha vznikne ro- elipsa
taci pfimky kolem jiné primky. Dale si pfedstavme libovolnou surabold
rovinu, Kterou tuto plochu sekneme, jak nazev kuzelosecka

napovida. Tedy kuzelosecka je rovinna kfivka, ktera vznikne hyperbola

jako pranik roviny s rota¢ni kuzelovou plochou.

Pri téhle konstrukci zalezZi na tom, jakou vzajemnou polohu bude mit kuZelosecka s nasi
kuzelovou plochou. A presné tak vnikaji rizné typy kuzelosecek, jak je z obrazku patrné.
Pro hezkou ilustraci takto vznikajicich kuzelosecek si miizete doma po tmé svitit bater-
kou na zed pod rtznymi thly. Paprsky svétla vytvori onu kuzelovou plochu, zed nasi
rovinu, ktera kuzel sekne.

Mnozina bodu v roving, ...

Druhy pohled na kuzelosecky, ktery pro nas bude nejdtilezitéjsi, uz pfimo charakteri-
zuje jednotlivé typy kuzelosecek. Obecné se daji takto kuzelosecky popsat jako mnoziny
bodi v roving, které splriuji néjakou vlastnost. Vsichni znate kruznici, jakozto mnozinu
bodt v roving, které maji od jednoho konkrétniho bodu (stfedu) stejnou vzdalenost. Uka-
zeme si, jak podobné popsat dalsi kuzelosecky.

Typy kuzelosecek
Elipsa

Prnim pfipadem, ktery si rozebereme, je elipsa. Zamyslete se sami, jak elipsa vznikne
pri priuniku roviny s kuzelovou plochou. Pro nas bude podstatna pravé druha charakte-
rizace.

Mnozinu bodii v roviné, které maji od dvou pevné zvolenych bodii E,F konstantni soucet
vzddlenosti, nazyvdame elipsa.

Bodum E, F se fika ohniska, stredu usecky EF se rika stfed elipsy a délka této tusecky
se nazyva excentricitida. Vzdalenost bodu elipsy, ktery lezi na stejné primce jako oh-
niska, od stfedu se nazyva délka hlavni poloosy. Naopak vzdalenost bodu elipsy, ktery
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lezi na ose Gsecky EF, od stfedu se nazyva délka vedlejsi poloosy. Jako prvni jednodu-
ché pozorovani miizeme zminit, Ze kruznice je specialni pripad elipsy. Elipsa je kruznici
pravé tehdy, kdyz ohniska splyvaji v jeden bod.

Elipsa je jako jedina z kuzelosecek souvisla a uzaviena ktivka (souvislost si pred-
stavte tak, Ze se da nakreslit jednou ¢arou, uzavrenost intuitivné chapejte jako vlastnost,
ze kdyz za¢neme v jednom bodé kreslit elipsu, skon¢ime opét v tom samém bodé).

Uloha 1. Je dana elipsa s ohnisky v bodech E a F a se stiedem v bodé S. Vypocitejte
obsah trojithelnika EF B, pokud znate délky poloos elipsy:
|AS| =5 cm; |BS| =3 cm.

Reseni: Nejdiive zjistime soucet vzdalenosti bodu elipsy od ohnisek. Zaméime se na bod
A: |AE|+|AF| = (5—|ES|)+(5+|SF]|). Vime vsak, ze S je stted tsecky EF, proto |[ES|=|SF|a
vysledny soucet vzdalenosti |[AE|+ |AF| = 10 cm. Protoze soucet vzdalenosti bodu elipsy
od ohnisek elipsy je vzdy konstantni, musi platit: |BE| + |BF| = 10 cm. Bod B lezi na ose
usecky EF, proto |BE| = |BF| =5 cm. V této fazi zname délky 2 stran pravouhlého troja-
helnika ESB (FSB) a pomoci Pythagorové véty snadno dopocitame vzdalenost ohniska od
stfedu: |[ES| = |SF| = V52 —32 = V25— 9 = V16 = 4 cm. Extrencitida je tedy |[ES|+ |SF| = 8
cm a vysledny obsah trojuhelnika EFB v cm? je:

|EF|-|SB| _8-3
2 )

=12

Hyperbola

Velmi podobnou definici jako méla elipsa bude mit hyperbola.

Mnozinu bodii v roviné majicich od dvou pevné danych bodii E,F konstantni absolutni
hodnotu rozdilu vzddlenosti nazyvame hyperbola. Body hyperboly lezici na Gsecce EF se
nazyvaji vrcholy. Ohniska, excentricitida a stfed hyperboly se definuji aplné stejné jako
to bylo u elipsy. Co uz je u hyperboly jiné?

Hyperbola neni ani uzaviena ani souvisla kfivka. Dvé souvislé komponenty této kiivky
se nazyvaji vétve hyperboly.
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Hyperbola ma vsak jednu zajimavou vlastnost, kterou elipsa ani parabola nema. Ma
asymptoty. Hyperbola ma dvé asymptoty, tedy pfimky ke kterym se hyperbola nekone¢né
vic a vic priblizuje, avsak nikdy je neprotne. Intuitivné je to zfejmé, ale da se i formalné
dokazat, Ze tyto asymptoty prochazi sttedem hyperboly.

Uloha 2. Je déana hyperbola s ohnisky E, F, vrcholy A, B a sttedem S. Vedme kolmici
k EF prochazejici ohniskem. 2 nové vzniklé priaseciky kolmice a hyperboly ozna¢me C a
D. Urcete vzdalenost |CD|, pokud vite, ze: |[EA| = 2cm; |AB| = 8 cm.

Reseni: Nejdiive vyjadfime rozdil vzdalenosti od ohnisek pro bod A: |AF|-|EA| = (|AB|+
|BF|) — |EA| a nasledné pro bod B: |EB|—|BF| = (|[EA| +|AB|) — |BF|. Tyto rozdily jsou stejné,
takze musi platit rovnice:

|AB| + |BF| - |EA| = |EA| + |AB| - |BF|

=> |BF| = |AE]|
Vysledny rozdil vzdalenosti bodu od ohnisek je tedy |AB| = 8 cm a extrencitida je |AE| +
|AB|+|BF|=2+8+2 =12 cm. Ted se zaméfme na bod D (C). Pro ten musi platit: |[DE| -
|DF| =8 =>|DE| = |DF|+ 8 cm. Vyuzitim Pythagorové véty dopocitame |DF|:
(IDF|+8)* = IDF|* + |EF|?
IDF|? + 16|DF|+ 64 = |DF|* + 122
16|DF| = 144 — 64 = 80
IDF| =5

Protoze hyperbola je osové soumérna podle osy, na které lezi ohniska, vysledna délka
|CD|je 2-|DF| =10 cm

Parabola

Posledni "normalni"typ kuzelosecky je parabola. Parabola ma oproti elipse a hyper-
bole trosku jinou definici:
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Mnozinu bodii v roviné, které maji stejnou vzddlenost od pevné daného bodu E jako od
pevné dané primky p nazyvame parabola.

Pfimce p z definice se fika fidici pfimka paraboly. Bod paraboly, ve kterém tato vzda-
lenost je minimalni, se nazyva vrchol. Vrchol paraboly lezi na kolmici k fidici pfimce
spusténé z ohniska paraboly.

Vsimnéme si, Ze parabola neni uzavrena kfivka (ve skute¢nosti v projektivnim pro-
storu je, ale tim se nezabyvejme), ale je souvisla.

Parabolu vSichni znate z matematiky. Kdyz jste probirali funkce, jisté jste si fikali,
ze grafem kvadratické funkce je pravé parabola. To souvisi s tfeti moznou definici ku-
Zelosecek - definici pomoci rovnic. Touto definici se vsak pro tucely druhé série zabyvat
nemusime, a tak si spoustu prace usetfime.

Uloha 3. Je dana parabola se vzdalenosti ohniska od vrcholu |[EV| =4 cm. Zvolme bod A,
ktery lezi na parabole a plati, ze |[AE| = 6 cm. Urclete vzdalenost |AB|, kdyz vime, ze bod
B je druhy prusecik paraboly a pfimky, na které lezi body A a E.

Reseni: Nejdiive je potfeba si uvédomit, co plati pro body na parabole:

|AE| = |AAg| =6 cm, |VE|=|VVy| =4 cm a |BE| = |BBy| = x cm.

Na obrazku je znazornéna pomocna primka rovnobézna s ridici pfimkou a prochazejici
bodem A. Priiseciky této pfimky a tsecek BB a EV|) jsou oznaceny po fadé X a Y. Protoze
AAg = 6 cm, plati |XBgy| = |Y V| = 6 cm. Protoze body E, V a V| lezi na jedné pfimce,
plati: |[EVy| = [EV|+|VVy|=4+4 =8 cm a |YE|=|EVy|—-|YVy| =8—-6 =2 cm. |BX]| =
IBBg| - |XBy| = x — 6 cm. Body A, E, B leZi na jedné ptimce, stejné tak A, Y, X. Usecky EY
a BX jsou rovnobézné, proto jsou trojuhelniky AYE a AXB podobné a plati:

JAE| _ |AE|+|EB|

[EY|  |BX|
6 6+x
2 x-6
3(x—-6)=6+x (x=6)
2x =24
x=12
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Celkova vzdalenost |AB| je tedy |AE|+ |[EB|=6+12 =18 cm.

Degenerovaneé kuzelosecky

Pozorni z vas si jisté vsimli, Ze priinik roviny a kuzelové plochy mutze byt i néco ji-
ného nez zminéné tfi typy kuzelosecek. Napfiklad kdyz rovina povede vrcholem kuzelu a
v jiném bodé kuzelovou plochu neprotne, dostaneme pouze jeden bod. Témto nezajima-
vym typtm kuzelosecek se fika degenerované kuzelosecky a patfi mezi né bod, pfimka,
dvojice rovnobézek, dvé riiznobézné primky a prazdna mnozina.

Te¢ny ke kuzeloseckam

Pokud se dostanete k feseni geometrickych problémi tykajicich se kuzelosecek, je
mozné, ze se vam bude hodit znalost tecen ke kuzeloseckam. V nasledujici ¢asti textu se
postupné podivame na te¢ny ke konnrétnim kuzeloseckam a na jejich vlastnosti.

Teéna k elipse

Méjme zvoleny bod X na elipse, kterym chceme vést te¢nu. Tato te¢na je kolma na
osu thlu <EXF.

Uloha 4. Je déana elipsa s excentricitidou
EF =20 cm a délkou hlavni poloosy 20 cm.
Je zvolen bod X na elipse takovy, ktery lezi
na kolmici k hlavni ose prochazejici ohnis-
kem F. Urcete vzdalenost |FP|, pokud vime,
ze P je prisecik hlavni osy s te¢nou procha-
zejici bodem X.

Reseni: Z Glohy 1.jiz vime, Ze vzdélenosti bodd elipsy v souctu davaji 2xdélku hlavni po-
loosy, v tomto pripadé 40 cm. Pro bod X tedy plati |[EX|+|FX| =40 cm. EFX je pravouhly
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trojuhelnik, proto mtzeme vyuzit Pythagorovu vétu pro dopocet stran trojahelnika:

|[EX|?> = |EF|? + |[FX|?
(40 — |[FX|)? = 20% + |FX|?
1600 — 80|FX| + |FX|? = 400 + |FX|?
80|FX| = 1200
|FX| =15

Vime tedy, ze |[FX| = 15 cm a |[EX| = 25 cm a jsme schopni dopocitat thel |[<EXF| =

arcsin(EE) = gresin(20) = 53,13°. |[<FXP|=90° - [<EXH - 63,435°. Nakonec vyuzijeme
[EX| 25 2 yuziyj

zase znalost trigonometrickych funkci, tentokrat konkrétné tangensu:

. |EP
tan(63,435°) = ﬁ
IEX|- tan(63,435°) = |FP|
|FP|=15-2
|FP| = 30

Vzdalenost |FP| je 30 cm.

Te¢na k hyperbole

Méjme zvoleny bod X na hyperbole, kterym chceme vést tecnu. Tato tecna je osou
uhlu <EXF.
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Uloha 5. Mé&me hyperbolu se vzdale-
nosti vrcholi |[VW| = 24 ¢m a excen-
tricitidou |EF| = 40 c¢m. Je zvolen bod
X na hyperbole takovy, pro ktery plati
|XF| = 13 cm, a bod Y na hyperbole,
ktery leZi na jedné pfimce s X a se
sttedem hyperboly S. Urcete vzdale-
nost tecen vedenych z bod X a Y.

z

Reseni: Z tlohy 2. vime, ze rozdil vzdalenosti bodu od ohnisek je vzdalenost vrchold,
tedy 24 cm, takZe musi platit |[EX| = |[FX[+24 = 13+24 = 37 cm. V trojuhelniku EFX tedy
zname délky vSech tfi stran a jsme schopni dopocitat thly naptiklad pomoci kosinové
véty:

|EX|?> = |FX|? + |EF|* - 2|EF||FX|cos(<EFX)

FX|? +|EF|* - |EX|?
cos(<IEFX):| "+ |EFI”— |EX]|

2|EF||FX]
132 +40%2-372
EFX)= — " — _°*
cos(<EFX) 2-40-13
5
EFX)= —
cos(< ) 13

|<EFX| = 67,38°

FX|?> +|EX|? - |EF|?
cos(<IEXF):| "+ [EX]"~ |EF|

2|EX||FX]
1324372 -402
EXF)= —— "~
cos(<EXF) 2.13.37
|<<EXF|=93,7°

Pokud zvolime bod X, takovy, ze XX
je vyska trojuhelniku EFX, jsme schopni
dopocitat délky stran trojuhelnika X FX:
sin(«XpFX) = B4l = |xXo| = 13-
sin(67,38°) =12 cm a nasledné | X F| = 5 cm.
Stfed S puli asecku EF, proto plati [SX,| =
|SF|—|FXo| =20-5 =15 cm. Pomoci Pytha-
gorovy véty mizeme dopocitat délku zby-
vajici strany SX trojuhelnika SXyX. |SX]| =
V152 +122=19,21 cm.

Protoze je hyperbola stfedové soumérna podle stiedu S, plati: |[XS| = |YS| => |XY]| =
2-|SX|=2-19,21 = 38,42 cm. Pro zjisténi vzdalenosti te¢en se nam bude hodit velikost
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uhlu <Y XZ, nejdfiv vsak dopocitame velikost thlu <S XF. Vyuzijeme naptiklad sinovou
vétu, podle které plati:

sin(<SXF)  sin(<XFS)

ISE|  |SX|
in(<XFS
sin(<SXF) = % |SF|
. sin(67,38°)
XF)=22022 0 5
sin(<SXF) 19,21 0

<SXF =73,95°

Protoze tecna je osou thlu <EXF, plati

laYXZ|=|aSXF| - 2EXH = 73 95_ 937 _ 27 1°

Vyslednou Vzdalenost tecen |YZ|j ]sme jiz schopni dopocitat: sin(<YXZ) = Bgll =>1|YZ|=
sin(«<YXZ)-|XY|=sin(27,1°)-38,42=17,5 cm.

Teéna k parabole

Méjme zvoleny bod X na parabole, kterym chceme vést tecnu. Tato te¢na je osou thlu
<EXX, pticemz | X X;| je vzdalenost bodu X od fidici pfimky.
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