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Pomocny text ke 4. sérii

O™ GEOMETRICKE NEROVNOSTI VAN

autor: Vit Jelinek

Vykutaleni brkosi orgové si pro vas tentokrat nachystali téma geometrické nerovnosti.
Budeme porovnavat hodnoty, které vyplynuly z raznych geometrickych situaci. Pravdé-
podobné nejznaméjsi geometrickou nerovnosti (a také nasi hlavni zbrani pfi feseni tloh)
je trojuhelnikova nerovnost:

Véta 1: Necht ABC je trojuhelnik. Pak plati
|AB| + |BC| > |AC]|.

V tomto textu si ukaZeme, jak pfistupovat k piikladim, ve kterych mame néjakou ge-
ometrickou nerovnost dokazat, takze zadnou teorii necekejte. Naptiklad samotna troju-
helnikova nerovnost zde nebude dokazana. Zejména proto, Ze abychom ji mohli dokazat,
tak bychom potfebovali opravdu poradné definovat spoustu véci (jako co to je rovina)
a zabralo by to spoustu ¢asu.

Vzhledem k tomu, Ze jsme fekli, Ze nebude Zadna teorie, tak vzhiiru k prvnimu pfikladu!
(V obou tlohach budeme uvazovat standardni znaceni stran v trojuhelniku.)

Uloha 1: Necht ABC je trojahelnik. Oznaéme t soucet délek jeho téznic a o jeho obvod.
Dokazte, ze plati t <o < %t.

Reseni: Budeme chtit hledat vhodné trojahelniky, ve kterych se podivame na trojahel-
nikovou nerovnost. Zacnéme s druhou nerovnosti (tedy o < %t). Vhodnou strategii mtize
byt najit pro kazdou stranu néjaky horni odhad na jeji délku pomoci téznic. Kdyz vSechny
tyto odhady secteme, tak ziskame na levé strané obvod a na pravé strané néjaky vyraz
vznikly z délek téznic, ktery s trochou stésti bude pozadovaného tvaru.

Hledejme tedy néjaky trojuhelnik, jehoz dvé strany budou tvofeny téZnicemi (nebo aspor

v Vev

tak hned dostaneme vhodného kandidata! Trojahelnik ABT ma strany délek:

|AB| =c,
2
|AT| = gta,
2
|BT| = gtb,

pri¢emz t, je téznice z vrcholu A do stfedu strany a a podobné je to u ty, t.. Trojuhelnikova
nerovnost nam tedy da odhad

2
c< g(tu + tb)

Podivame-li se podobné na trojuhelniky BCT a ACT, tak dostaneme navic odhady:
2
a< g(tb + tC)l

2
b< Sttt
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Sectenim vsSech tfi odhadu dostaneme
2 4
o=a+b+c< g(tb+tc+tc+ta+ta+tb): §t’

coz jsme chtéli dokazat.

Pojdme tedy na druhou ¢ast prikladu (tedy nerovnost t < 0). Budeme postupovat po-
dobné — hledame tedy néjaky trojuhelnik, jehoz jedna strana je téznice a dalsi dvé strany
souvisi s délkami stran naseho trojuhelnika. Ozna¢me S, (resp. Sy, S;) stfed strany a (resp.
b, c). Pak prirozeny kandidat je trojahelnik AS,B se stranami:

|ASa| =tg
1

|SaB| = Ea,

|AB| =c.

Trojahelnikova nerovnost nam tedy dava odhad

t<1+c
—a .
a2

C

>
o
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Podivame-li se na trojuhelniky BS,C a CS A, tak dostaneme jesté odhady:
1
ty<=b+a,
b 2 a
1
t.<=c+b.
c 2 c
Seltenim vsech tfi odhadt ziskame nerovnost
1 3
t=t,+ty+1t.< §(a+b+c)+(a+b+c): 50'

To je ale slabsi nerovnost, nez jakou jsme chtéli dokazat! Ukazalo se, Ze jsme nevybrali
dobfe nase trojuhelniky! Udélejme nasledujici avahu: uvazime-li trojahelnik AS, X, kde
X je libovolny vnitfni bod strany AB, tak dostaneme odhad:

t, <|AX|+|XS,].

At uz X zvolime libovolné, tak tento odhad bude lepsi nez odhad, ktery jsme dostali
predtim (toto vyplyva z trojuhelnikové nerovnosti pro trojuhelnik XS,B). Jde tedy jen
o to zvolit X tak, abychom méli néjakou kontrolu nad |AX]| a |XS,|. Nyni uz si jen staci
vzpomenout na vlastnost stfedni pficky: |S,S.| = $b. Volbou X = S, tedy dostaneme
|AX]| = %c, |XS,| = %b. Trojuhelnikova nerovnost ma tedy tvar t, < %(b + ¢). Podobné zis-
kame analogické nerovnosti pro t;, ¢, a sectenim vsech tfi nerovnosti dostaneme piesné
t <o, coz jsme chtéli ukazat.

A “ ¢+ S

2 C

Zdlraznéme ponauceni, které jsme ziskali pfi feseni prvni ¢asti dokazované nerovnosti!
Pokud nedostavame odhad, ktery chceme, tak se mozna koukame na spatny trojuhel-
nik!
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Pri feseni geometrickych tloh byva ¢asto vyhodné zapojit do boje obsahy a to i v pfipadé,
Ze se v zadani ulohy viibec nevyskytuji. Stejné tak tomu je pfi dokazovani geometrickych
nerovnosti. V nasledujici tloze si ukazeme, nejjednodussi mozné pouziti obsaht:

Uloha 2: V trojahelniku ABC ozna¢me v, (resp. vy, v.) vy$ku na stranu a (resp. b, c). Do-
kazte, Ze plati

1 1 1

— >

Vo Vp V¢

Reseni: Nerovnost ze zadani je podobna trojihelnikové nerovnosti, jen obsahuje délky
vysek misto stran. Délky stran se daji vyjadrit pomoci délek vysek pomoci vzorce pro
obsah:a = i—s Udélame-li to pro vSechny strany a dosadime do trojahelnikové nerovnosti,
tak dostaneme:

25 25 _2S

—t—>—;

Va Vb Ve
po vydéleni 2S dostaneme pozadovanou nerovnost.
Tak to bylo zakladni pouziti obsaht pfi dokazovani geometrickych nerovnosti. Obcas se
daji vyuzit mnohem sofistikovanéji (napfiklad pokud je néjaky Gtvar uvnitf jiného). A to
je od nas vse! Teda skoro vse, jesté pro vas mame nachystany ¢tyfi tématické ulohy, tak
Supky dupky se pustte do feseni!
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