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Pomocny text k 5. sérii

> NEROVNOSTI VAN

autor: Tomds Perutka

V tomto textu si predstavime nékteré zakladni nerovnosti, které miizeme v matematice
(a TeSeni paté série) pouzit.

Nejprve si feknéme, co to vlastné nerovnost je. Jedna se o fenomén objevujici se napiic
celou matematikou — predevsim v pokrocilé matematické analyze a teorii metrickych pro-
storit. V nerovnosti se objevuji dva vyrazy nékolika proménnych — fikejme jim F(x1, ..., ),
G(x1,...,x,) — a mezi nimi nékteré ze ¢ty znamének ,<, >, < > které tyto dva vyrazy

porovnavé. Proménné x1, ..., £, jsou obvykle nezdporné realna ¢isla a porovnani musi platit
pro libovolné hodnoty téchto proménnych: tedy nerovnost ,,F'(z1,...,2,) < G(z1,...,2,)"
znamend, 7e pro viechna x1,...,x, € RE plati F(x1,...,25) < G(z1,..., 7).

Ukazme si néjaky jednoduchy piiklad! Tim miiZze byt napt. nerovnost (a1 + - - -+x,)% >
0. Ta zfejmé plati pro libovolnéa realna x1, . . ., ,, nebot druh& mocnina je vzdy nezaporna.
Dalsim piikladem muze byt nerovnost v/x 4+ 1 > 1; ta plati pro v8echna x € ]Rar . Jelikoz
x + 1 je ¢islo vétsi nebo rovno jedné, pro jeho odmocninu musi platit totéz. Nerovnost
x? 4+ 6 > 5z platna neni — sice plati pro nekoneéné mnoho nezapornych realnych &isel
(tfeba vSechna vétsi nez 3), ale neplati napf. pro z =

ot

5

Trosku zajimavéjsi piiklad je nerovnost z2 4+ y? > 2zy. U ni uz na prvni pohled neni
ziejmé, jestli plati ¢i ne, a je tedy potieba to dokazat. S nerovnosti provedeme jednoduchou
ekvivalentni tpravu: od obou stran ode¢teme 22y a dostaneme z? — 2zy + y? > 0. Levou
stranu této nerovnosti si mizeme rozlozit jako (z — y)?, tedy platnost piivodni nerovnosti
je ekvivalentni platnosti nerovnosti (x — y)? > 0 a ta zfejmé plati. Tento princip tpravy

vvvvvv

Ptedchozi nerovnost jsme nezminili jen tak ndhodou. Je disledkem obecnéjsi nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem:

Véta. Pro libovolnou n-tici nezadpornych realnych ¢&isel 1, ..., x, plati nasledujici vztah,

tzv. AG nerovnost:
1+ -+

n

> /I T

Rovnost obou vyrazii nastane, pravé kdyz x1 = 29 = - -+ = xp,.

Vyraz nalevo, tj. soucet nékolika ¢isel podéleny poctem scitanci, se nazyva aritme-
ticky pramér. Vyraz napravo, tj. n-t4 odmocnina ze soucinu n ¢isel, se nazyva geome-
tricky pramér. Dosazenim n = 2, 1 = 22, 29 = y> dostéavame nerovnost z piedchoziho
odstavce. Dosazenimn = 2, x1 = x, 9 = % zase dostaneme zajimavou nerovnost {L‘—i-% > 2.
Tedy soucet ¢isla s jeho prevracenou hodnotou nikdy neklesne pod dvojku. Navic jsme
schopni Fict, kdy se tento soucet bude dvojce rovnat: podle AG nerovnosti k tomu dojde,
pravé kdyz = = %, tedy v pfipadé z = 1.
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AG nerovnost je ovSem pouze Spickou ledovce. Nerovnosti mezi praméry existuje cela
fada: pro kazdé m € N definujme m-ty mocninny primeér ¢isel 1, ..., x, € ]Rar jako

Po(z1,...,20) = \/%-

oy o . L foz
JelikoZ mitzeme psat P (z1,...,2,) = (2(2T + -+ 2))m, tento vzorec dava smysl
i pro zaporné celé &isla: specidlné pro m = —1 dostdvame tzv. harmonicky primér
n
P,1($1,...,l'n): 1 1
z1 Tn

Je zvykem si navic dodefinovat nulty mocninny primeér jako geometricky prumér, tedy
Py(x1,...,2) = /w1 ,. To mozna pisobi trochu zvlastné, ale uvidite, Ze nam to
hezky sedne do této série nerovnosti:

Véta. Necht k, [ jsou celé ¢isla vétsi nez —2 spliujici k& > [. Potom plati nerovnost
Pi(x1,...,2n) > Pi(z1,...,20).

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz z; = --- = x,,.

Pro k = 1,1 = 0 takto dostavame AG nerovnost. Dale napt. pro k = 2, [ = 1 dostaneme
rovnéz zajimavou nerovnost: po tom, co se zbavime odmocnin, dostaneme

n(zi 4+ 22) > (x4 -+ oz,

Tuto nerovnost ovSem muzeme dokézat také jako specialni pripad tzv. Cauchy-Schwarzovy
nerovnosti. To je nerovnost, kterd méa v matematice opravdu dilezité misto (resp. jeji
rizna zobecnéni) — napiiklad ve funkcionalni analyze se pouZiva snad v kazdé druhém
argumentu :-)

Véta. Pro realné ¢isla x1,...,xn, y1,. .., Yn plati nasledujici nerovnost:

(@] 4+ 22 (YL 4+ y2) > (2yn + -+ Tayn)

U této nerovnosti nastinime jeden z jejich dtkazi, jelikoz jeho mySlenka je velmi
pékna, uzitetna a navic méa geometricky zaklad! Zamysleme se nad nésledujici situaci:
v kartézské roviné mame trojiahelnik s vrcholy v bodech [0,0], [z1, z2], [y1,y2]. Oznac¢me
thel u vrcholu [0,0] jako a. Délky tusecek spojujicich bod [0,0] s body [z1,x2], [y1,y2]
spo¢itame jako /27 +x3, \/y? + 43, délku tsecky spojujici body [z1,za], [y1,¥2] jako
V(21 —y1)2 + (22 — y2)2. Kosinova véta nam tedy da nasledujici:

(21— 22)* + (y1 — 42)? = (2] + 23) + (4§ +43) — 24/} +w%\/y% +y3 cosa

Po tpravé dostavame
T1Y1 + T2Y2

Vai+ a3/t +

= COSs (.
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Prava strana této rovnosti je ovSem vzdy mensi nebo rovna jedné (jelikoZ kosinus miize
nabyvat pouze hodnot z intervalu (—1,1)). Po umocnéni na druhou a vynéasobeni jme-
novatelem dostaneme Cauchy-Schwarzovu nerovnost pro n = 2. ZkuSengjsi ¢tenaf nyni
snadno poznd, Ze obecna verze by se dokazovala tplné stejné, pouze by nas trojuhelnik

lezel v n-rozmérném prostoru.

Jako priklad vyuziti Cauchy-Schwarze zkusme dosadit y; = --- = y, = 1. Potom
dostaneme nerovnost n(x% +-o 4 22) > (z1 + - + 2,)? zminénou vyse.

Cauchy-Schwarz nabyva také jisté specidlni formy, kterd je velice uzitetné pii TeSeni
tloh na nerovnosti:

Véta (Cauchy-Schwarz zlomkobijec neboli Tituova nerovnost). Pro kladna realna ¢isla

ULy e vy Uy, V1,..., U, plati nasledujici nerovnost:
U U VUL 4 - 4y fun)?
71_|_..._|_ > (Vur n) )
U1 Un, v1 -+,

Dikaz. Do Cauchy-Schwarzovy nerovnosti stac¢i dosadit z; = Z—:, Yi = /i

To by tedy bylo néco mélo o nerovnostech. Pokud se chcete dozvédét vice, mnohem
obséhlejsi zato bezkonkuren¢éné nejlepsi studijni text na toto téma je serial o nerovnostech
korespondenc¢iho seminafe Prase.
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