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Pomocny text ke 4. sérii

YA PROJEKTIVNI PROSTOR VAN

autor: Matous Trnka

Tato série je vénovana tématu projektivniho prostoru, presnéji fec¢eno jeho specialnimu
piipadu - realné projektivni roviné. UkaZeme si, Ze pijde o jisté zobecnéni divérné znamé
realné roviny, a to o nevlastni body (¢ili tzv. ,body v nekoneénu®). (Pfivlastek ,realny*
je u realné projektivni roviny podstatny, my jej zde v8ak budeme ¢asto vynechavat, nebot
se v tomto textu o jinych projektivnich prostorech nehovoii.)

Nejprve zacneme s nizsi dimenzi - uvedeme si, jak vypada tzv. projektivni piimka.
Pak rozsitime myslenky do projektivni roviny a nakonec pouze naznacime, jak by vypadal
projektivni prostor dimenze 3 (klasicky prostor) a vyse.

Motivace Na takové projektivni roviné se octneme pokazdé, kdyz se podivame na rovno-
bézné koleje sbihajici se do jednoho bodu nebo na fotografii zobrazujici perspektivu napf.
néjakych budov, atd. Zkratka kdykoli, kdyZ je pozorovatel vysunut nad zakladni rovinu
a pozoruje véci v oné roviné.

Projektivni primka

Necht je dana realna (tzn. klasickd, divérné znaméa) piimka p. Ta mifi do jednoho bodu
v nekone¢nu — fikdme mu smér nebo nevlastni bod. Do tohoto bodu bychom se dostali
za nekonec¢né dlouhy ¢as, kdybychom se po této pfimce vydali. Je vSak jedno, na kterou
stranu vyrazime. Kdybychom se vydali na opacnou, fikdime, Ze se dostaneme do stejného
bodu v nekone¢nu.

Projektivni primka je pak tvofena touto redlnou piimkou p spolu s jejim smérem.
Jde vlastné o sjednoceni mnoziny bodid na pfimce p a jednoprvkové mnoziny obsahujici
nevlastni bod N. Body na projektivni pfimce tak mtzeme rozdélit do dvou skupin. Vlastni
body, ty v konec¢nu, které lezi na realné piimce, a jeden jediny nevlastni bod.

Podobnou konstrukci muzeme vidét napt. u kruznice, na které si vybereme jeden bod,
oznacime jej za nevlastn{ a vSechny ostatni body na kruZnici oznac¢ime za vlastni.
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Projektivni rovina

Necht je déna redlna (tzn. klasickd, divérné znama) rovina p. Pokud se po ni vydame do
nekonecéna, tak uz nemame pouze jeden smér na vybér, nybrz celou fadu. Zvolme si v této
realné rovin€ bod P € p a uvazme v8echny sméry, kam se mtuzeme z bodu P vydat. Kazda
piimka v roviné p, ktera prochéazi bodem P, nam jeden takovy smér udava (pfipominame,
ze pouze jeden, nikoli dva, viz predchozi sekce).

MnoZinu vSech nevlastnich bodt / bodi v nekone¢énu / pfimek prochéazejicich bodem
P oznacéme n. Kdyz se totiz vydame z jiného bodu, napt. z bodu @ po pifimce ¢, urcité
bude pfimka ¢ rovnobézna s nékterou pfimkou z mnoziny 7 a rovnobézky jak znamo miii
stejnym smérem. Proto se mnoZina 7 nezméni a plné dostacuje pro definici projektivni
roviny.

Projektivni rovina je tedy sjednoceni mnoziny p (vlastni body — body v realné roving)
a mnoziny 71 (nevlastni body - pfimky prochéazejici bodem P lezici v p).

Zde jsme narazili na jeden velice dilezity poznatek. Pokud fikdme, Ze rovnobézky mifi
stejnym smérem, znamena to, Zze obé dvé projektivni piimky obsahuji stejny nevlastni bod
(tj. bod v nekonenu), ¢li se v tomto bodé potkavaji. Pfipomenme, Ze realné piimky se
potkaji pravé tehdy, jsou-li riznobé&zné nebo totozné. Kdezto projektivni primky se potkaji
VZDY.

Velikou vyhodou tedy budiz nasledujici fakt. V redlné roviné lze vést kazdymi dvéma
body pravé jednu piimku. Jak je to ale v roviné projektivni? Uvazme dva body v projektivni
roviné. Ty mohou byt bud oba vlastni, pak opravdu hledame pfimku prochézejici dvéma
redlnymi body, coz lze. Nebo je jeden vlastni a jeden nevlastni, pak hleddme p¥imku, ktera
prochézi danym realnym bodem a mifi danym smérem. To v8ak taky zadava préveé jednu
primku. Nakonec miZeme mit zadané oba body nevlastni, pak se jedna o tzv. ,nevlastni
primku“, ktera je vSak velice exoticki. Je to presné mnozina vSech sméri, ¢ili nevlastnich

bodu.
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Projektivni prostor

Projektivnim prostorem rozumime obecné prostor (dimenze 3 nebo vice), ktery je na-
vic obohacen o mnozinu smért, ¢ili mnozinu pfimek prochazejicich skrz zvoleny bod P.
Myslenka je tedy stejna jako u projektivni roviny.

Projektivni rozsireni realného prostoru

vvvvvv

prostortim, a to opét nejdiive v dimenzi 1, 2, a nakonec 3 a vice.

UvazZme v roviné pfimku P a mimo ni bod O. Potom kazda primka, kterd prochézi
bodem O, odpovidé jednomu bodu na projektivni pfimce. Totiz je-li pfimka p prochézejici
bodem O ruznobézna s P, pak jejich prisecik odpovida vlastnimu bodu na P. Naopak,
je-li p rovnobé&zna s P, pak je jejich praseéikem bod nevlastni. Mluvime tedy o tzv. pro-

Y o

jektivnim rozsiteni primky.

Posuneme-li se o dimenzi vys, uvazme ve trojrozmérném prostoru rovinu P a mimo ni
bod O. Podobné kazdé piimka p prochézejici bodem O odpovida néjakému bodu z projek-
tivni roviny. Opét, protina-li pfimka p rovinu P, jde o vlastni bod projektivni roviny, a je-li
p s rovinou P rovnobézna, pak je jisté rovnobé&zna s néjakym smérem z dané roviny, a tim
paddem odpovida néjakému nevlastnimu bodu. Mluvime pak o projektivnim rozsiteni
roviny.

__.—-—'—-———‘——"“_‘LT_‘——"

Nakonec, predstavime-li si v (n + 1)-rozmérném prostoru n-rozmérny podprostor P
a mimo né&j bod O, pak primky prochazejici bodem O odpovidaji n-rozmérnému projek-
tivnimu prostoru a jde o projektivni rozsifeni n-rozmérného prostoru.
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Kuzelosecky

Tento odstavec je navic pouze pro ty, kteff se jiz setkali s kuzeloseckami. V projektivni
geometrii ¢lovek muZe ztotoznit v8echny druhy kuZeloseCek. Pfenesme se zpét do projek-
tivniho rozsifeni realné roviny a definujme si, co je to tzv. projektivni kruznice. Je to
soubor piimek prochéazejicich bodem O, které vytinaji v roviné P kruznici. Je to tedy sou-
bor pfimek lezicich na néjakém rota¢nim dvojkuzeli s vrcholem v O. Nyni uz jen zélezi,
jak dany primkovy dvojkuzel nato¢ime vici roviné P. Elipsa je ta, ktera ma vSechny body
vlastni, parabola ta, kterd ma jeden bod nevlastni (¢ili se ,,dotyka* nevlastni p¥imky),
a hyperbola ta, kterd méa dva body nevlastni (¢ili ,,protind“ nevlastni pfimku).

Elipsa:

Parabola:

Hyperbola:

(Doporu¢ujeme si obréazky prohlédnout zblizka a zaroven upozoriiujeme, Ze na obréazcich
se vrcholy kuZelt neprotinaji s rovinou P i kdyZ to tak mozna trochu vypada.)

Velikou vyhodu projektivnich prostori pak lze ziskat, kdyZz zapomeneme na realnou
rovinu a uvazujeme pouze o primkach. Pak totiz nemusime rozliSovat, které body jsou
vlastni a které nevlastni. Ale o tom zase jindy...
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