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Pomocny text k 5. sérii

BAZE A MODULY

autor: Tomds Perutka

V tomto studijiidku se trochu sezndmime s pojmy zminénymi v nadpisu. Nejenze vam
jejich znalost pomuze vyfesit priklady 1-4, ale jejich znalost je ve svété dnesni matematiky
— a jejich aplikaci — naprosto nezbytna. Pokud si tedy z toho textu néco zapamatujete
a odnesete, neudélate chybu!

Jelikoz mezi ¢tenari se nachéazi jak zacatecnici (ktefi zadny z pojmi v nadpisu jesté
neznaji), tak mirné pokrocili (ktefi uz o nich néco vi), snazili jsme se tento text napsat
dvoutroviiové, aby néco dal obéma skupinam ¢tenéii.

R-moduly

Znaceni. Napiseme-li v ndsledujicim textu R, bude to souhrnné oznaceni pro ciselné mno-
Ziny 7. a R. Pro pokrocilé ¢tenare podotykam, ze R ve skuteCnosti miize byt libovolny
komutativni okruh (tedy napt. Q, C, okruh zbytkovych tiid Z,, pro m € N, Gaussova ¢isla
Z[i],...).

Vsimnéme si, ze na kazdé ze zminénych mnozin méame definované s¢itani a nasobeni.
Soucin dvou prvki x,y € R budeme znagcit bez tecky jako zy. (Za chvili uvidime, Ze tecka
bude vyhrazena na trochu jiny druh nasobeni.)

Co je to tedy R-modul? Je to mnozina M, jejiz prvky spolu umime scitat, a navic je
umime néasobit prvky z R. Trochu formélnéji je to komutativni grupa vybavené skaldrnim
ndsobenim prvky z R. Hned si fekneme, co to znamena — nebojte se, neni to nic tézkého,
a¢ to tak muze na prvni pohled vypadat. Vlastné to jen formalizuje véci, které uz davno
znate.

Kdyz jste se napiiklad ve Skole ucili o celych nebo redlnych ¢&islech, jisté vam bylo
feceno (nebo jste si toho sami v8imli), Ze jejich s¢itani je komutativni a asociativni (tedy
miZete prohodit pofadi sé¢itanci a pii sé¢itani vice ¢isel nezélezi, v jakém poradi je sc¢itate).
Dalsi pozoruhodné vlastnost s¢itani v Z i R je to, Ze zde mame prvek 0, ktery ,,nic nedéla“:
0+ = z pro libovolné x. Dale pro kazdy prvek x mame opacny prvek —z, jejichz souctem
je nula.

Mit na mnoziné definovanou operaci, ktera spliiuje tyto vztahy, je tak bézné, Ze proto
matematici vymysleli specidlni nazev:

Definice 1. O mnoziné M fekneme, Ze je to komutativni grupa, pokud na ni mame
definovanou operaci s¢itani dvou prvki, ktera splituje tyto podminky:

1. operace je asociativni, tzn. pro kazdé z,y,z € M plati (x+y)+z =z + (y + 2),

2. operace je komutativni, tzn. pro kazdé x,y € M plati x +y =y + =,

BRKOS Team 2020



XXVII. ro¢nik BRKOS 2020,/2021

3. existuje tzv. nulovy (téZ neutralni) prvek, tedy prvek 0y € M takovy, Ze pro kazdé
x € M plati Opy + z =z = x + 0y,

4. ke kazdému prvku muzeme nalézt prvek k nému inverzni, tedy pro kazdé z € M
existuje y € M tak, ze x +y = Opy = y + = (obvykle tento prvek znacime jako —x).

Definice 2. Necht M je komutativni grupa. Rekneme, ze M je R-modul, pokud existuje
operace R x M — M, kterou zapisujeme jako (r,m) — r-m a fikdme ji skalarni nasobeni,
takova, ze pro vSechna r,s € R, m,n € M plati:

L. (rs)-m=r-(s-m),
2. (r+s)-m=r-m+s-m,
3.r-(m+n)=r-m+r-n,

4. 1-m=m.
Nyni je cas ukazat si nékolik prikladi toho, jak takovy R-modul mizZze vypadat.

Piiklad 3. (jednoduchy a dulezity) R™ = {(a1,...,an)|a1,...,an € R} je R-modul. Ko-

mutativni grupu z této mnoziny déla s¢itani po slozkach: (ay, ..., an) + (b1, ..., byn) - (a1 +
b1, ..., an + by), nulovy prvek je tvaru Ogn = (0, ...,0) a opa¢ny prvek si jisté domyslite.
Nésobeni prvkem r € R muZeme opét definovat po slozkach: r- (ay, ..., a,) = (ray, ..., ray).
Je jednoduché si ovérit, ze vSechny podminky v definicich vySe jsou splnény: vyuzivame
toho, Ze s¢itani i nasobeni v R je komutativni a asociativni a navic tyto dvé operace spliuji
r(s+t) =rs+rt,(s+t)r = sr+ tr (distributivni zakony).

Necht R = R. Pak se na prvky R-modulu R" mtzeme divat jako na orientované tsecky
vychazejici z pocatku soufadnicového systému (tedy z bodu (0,...,0)). S¢itani n-tic pak
graficky vypada tak, jak to zname ze stfedogkolské fyziky (viz obrazek). Nasobeni realnym
¢islem ¢ > 0 pak vypada tak, ze tsecku |c|-krat prodlouzime (tedy pokud |c| < 1, tak
vlastné zkracujeme). Pro ¢ < 0 navic jesté usecku oto¢ime (viz obrazek).
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Piiklad 4. (trochu tézsi, ale dost dilezity) Uvazujme soustavu linearnich rovnic (pro
jednoduchost dvou rovnic o dvou neznamych, ale plati to i obecné)

a1z + apy = 0,

a1z + azny =0,
kde koeficienty a;; leZi v R. Potom mnoZina
M = {(x,y) € R?|z,y jsou fedenim soustavy vyse}

tvorf R-modul, opét vzhledem ke s¢itani a nasobenim po slozkach. Opravdu: uvédomme si,
Ze pro feseni (z1,y1), (T2, y2) rovnice vyse dostaneme a1 (w1 +x2)+a12(y1 +y2) = (a1121+
a12y1) + (a1122+a12y2) = 0+0 =0, ay1(rz1) +a12(ry;) = r(aix1 +aieyr) = -0 = 0. Pro
druhy radek soustavy muZzeme postupovat analogicky. Tedy M je na obé& operace uzaviena
(soucet i nasobek TFeSeni je opét feSeni). Navic nulovy prvek 0y je FeSeni x = y = 0.
Podminky z definic se ovéri stejné jako v predchozim prikladé.

Piiklad 5. (ne tak dulezity, ale miZe se hodit) R je Z-modul. Pro¢? Operace s¢itani déla
z R komutativni grupu. Skalédrni nasobeni je v tomto p¥ipadé bézné nasobeni dvou &isel. To
jisté spliuje podminky definice 2: (1) je asociativita nasobeni, (2) a (3) jsou distributivni
zakony a (4) jisté plati.

V tombhle textu bohuZel neni moc prostoru na diikazy néjakych vét, ale jeden maly se
nam sem vejde:

Tvrzeni 6. Necht M je R-modul, m € M. Pak 0-m =0y a (—=1)-m = —m.

Dikaz. Vsimnéme si, Ze v prvni rovnosti méame dvé rizné nuly, je to 0 € R a 0y € M.
Vyuzijeme druhé podminky z definice: 0-m = (0+0) -m = 0-m 4 0- m. Od obou stran
této rovnosti muzeme odeéist vyraz 0 - m a dostavame 0p; = 0 - m.

Nyni vyuZzijme této nové nabyté znalosti: Opy = 0-m = (14+(—=1))-m = 1-m+(—1)-m =
m+ (—1) - m (pouzili jsme podminku (2) a potom (1) z definice 2). Tedy ode¢tenim m od
obou stran rovnosti opravdu dostavame (—1) - m = —m a dtikaz je hotov.

(pro velmi pokrocilé) Diky tomuto muzeme ukézat, ze na kaZdé komutativni grupé
M méame pravé jednu strukturu Z-modulu. Necht m € M. Jelikoz podle podminky (4) v
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definici 2 plati 1-m = m, mame z podminky (2): 2-m = (1+1)-m=1-m+1-m =m-+m.
Indukci dostaneme, Ze kazdé prirozené n nutné musi spliiovat n-m =m+m+---+m
(s¢itdame n-krat). Potom podle pfedchoziho tvrzeni mame 0-m =m a (—n)-m = ((—1) -
n)-m = (—1)-(n-m) = —(n-m). (Vyuzili jsme tedy i podminku 1 z def. 2.) Snadno
se ovéri, ze takhle definované zobrazeni spliiuje podminky z def. 2, a tedy M je Z-modul.
Vzhledem k tomu, jak jsme postupovali, je vidét, Ze jiné skaldrni nasobeni prvky ze Z na
M definovat nelze.

Linearni zavislost a nezavislost, baze

Predstavte si, Zze pred sebou mate dlouhé nudné dopoledne a nékdo vam dal na hrani prvky
1, ..., Tn N&jakého R-modulu M. Jak se s nimi muZete zabavit? Muzete se snaZit pomoci
prvki, které mate k dispozici, vyrobit nové prvky modulu M. To lze udélat bud tim,
7e néjaké prvky seCtete, nebo tak, Ze je vynasobite skalirem. Tyto dva postupy muzete
libovolné kombinovat. To motivuje néasledujici definici:

Definice 7. Necht M je R-modul, n € N, z1,...,z, € M. Linearni kombinace prvkiu
T1,..., Ty je libovolny vyraz ve tvaru ry - 21 + -+ + ry - & Pro r1,...,7, € R. Mnozinu
v8ech linearnich kombinaci téchto prvku, tj. mnozinu {ry -x1 +--- + 7y - xy|r1, ..., € R}
nazyvame linearn{ obal prvka zy, ..., z,.

Line4rni kombinace je tedy zpiisob, jak ze zadanych prvkt vytvaret nové prvky. Linarni
obal je potom mnozina vSech prvki, které miuzeme ziskat.

Pi#iklad 8. Linearni obal prvki (1,0), (0,1) € R? je cely R-modul R?: opravdu, libovolny
prvek (r,s) € R? mohu napsat jako linearni kombinaci r - (1,0) + s - (0, 1).

Priklad 9. Uvazujme R jakozto Z-modul (tj. mame povoleno nasobit pouze celé ¢islo
s realnym). Pak linearni obal prvki 1, /2 € R obsahuje napi. prvky 0,424 2021v/2, —5v/2.
Neobsahuje oviem napf. realna &isla /5, , g.

Pokud chceme zkoumat dany R-modul M, je tedy vzhledem k predchéazejicim dvaham
celkem logicky postup zkusit najit néjakou skupinku prvkt z M, jejichz linedrnim obalem
bude celé M. Tim se nam leccos zjednodusi, protoZe z koneéného mnozstvi adaju (zadané
prvky 1, ..., x,) ziskdme informace o vSech prvcich v M (jsou tvaru rq - @1+ -+ + 1y - xp)
a téch jisté muze byt nekoneéné mnoho. Vzpomente si na 5: takhle by nam stacilo nalézt
kone¢né mnoho FesSeni nasi soustavy rovnic a uz bychom védéli, jak vypadaji vSechny!

Béhem tohoto postupu bychom méli dbat na efektivitu. Jisté, kazdy prvek v R? dosta-
neme jako linearni kombinaci prvki (1,0), (2, 3), (—19984126,927959489) (0, 1), ale stejného
vysledku dosdhneme i pomoci pouze prvniho a posledniho prvku z téchto ¢tyt (viz 10).

Tyto tvahy motivuji nasledujici definice:

Definice 10. Necht M je R-modul, n € N, x1,...,x, € M. Rekneme, 7e prvky 1, ..., Tp
generujl M, pokud je jejich linedrni obal roven M.

Tedy kazdy prvek z M dostaneme jako linearni kombinaci téch generujicich.
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Definice 11. Necht M je R-modul, n € N, x1,...,x, € M. Rekneme, Ze prvky x1, ...,z
jsou linearné nezavislé, pokud jedina n-tice prvku rq,...,r, € R spliujici ri -x1+ -+ 75 -
Tp=0jer; =---=r, =0. Vopacném ptipadé rikdme, ze prvky zi, ..., x, jsou linedrné
zévislé.

Tato definice se tyka oné efektivity, o niz jsme mluvili vyse. To, Ze jsou prvky lindrné za-
vislé, znamend, 7e je jich ,moc®. Prvky (1,0),(2,3), (—2021, 927959489 (0, 1) sice generuji
R?. ale jsou linearné zavislé: to nam dokazuje napf. linearni kombinace

2021 - (1,0) + 0 - (2,3) + 1 - (—2021,927959189) 1 (—927959489) . (0, 1) = (0, 0).

Naopak prvky (1,0), (0, 1) jsou linearné nezavislé: pokud pro néjaka r, s € R plati r-(1,0)+
s-(0,1) = (0,0), znamena to (r,s) = (0,0), tedy r = 0, s = 0. To nas tedy pfivadi az k nasi
finélni definici:

Definice 12. Baze R-modulu M je n-tice prvka z1,...,z, € M takova, Ze:
® x1,...,T, generuji M,

® X1,...,Ty, jsou linedrné nezavislé.

Pi#iklad 13. Prvky (1,0),(0,1) tvoif bazi R-modulu R%. Platnost obou podminek v de-
finici jsme jiz ovéfili. Obecnéji, R-modul R™ méa vzdy bazi skladajici se z n raznych n-tic,
které maji na jedné pozici jednicku a na ostatnich nulu.

Piiklad 14. (pro pokroé¢ilé) R jakozto Z-modul ma nekoneénou bézi. C jakozto R-modul
ma bazi {1,i}. (Pro experty: kvaterniony jakozto R-modul maji bazi {1,1, j, k})

Mizeme si dokdzat nasledujici jednoduché a p&kné tvrzeni, které potvrzuje, ze béaze je
efektivni zptisob, jak vygenerovat vSechny prvky z M:

Tvrzeni 15. Necht xq, ..., x, tvofi bazi daného R-modulu M. Pak lze kazdy prvek m € M
napsat jedinym zptusobem jako linedrni kombinaci prvka této baze (az na poradi s¢itancu).

Dikaz. Jelikoz se jedna o bazi, kazdy prvek z M lze napsat alesponi jednim zpisobem
jako linearni kombinace prvki x1, ..., z,. DokdZeme sporem, Ze takovy zapis vzdy existuje
jediny. Necht tedy m € M, ri,...,7y,81,...,8, € R tak, ze riz1 + -+ rpxy, = m =
$1x1+- - -+ 8,2y Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze r; # s1. Potom ale dostavame
(ri—s1)z1+- -+ (rn—sp)xy = 0. JelikoZ r{ — s # 0, dostavame spor s linearni nezavislosti
prvki xq, ..., Tp.

(pro mirné pokrocilé) Vsimnéme si, Ze jsme pouZili kromé podminek z definice 2 i dfive
dokézané tvrzeni, ze (—1)-m = —m : diky tomu (—s)-m = ((=1)s) -m = (=1)-(s-m) =
—s-m a tedy opravdu dostaneme (r1z1 + -+ + rp&y) — (S124 -+ + Sp2p) = (r1 — s1)x1 +

ot (rp — Sn)Tn.

Na zavér této sekce si fekneme jeden dulezity vysledek:

Necht R = R (pro pokro¢ilé: necht R je téleso), M je R-modul. Potom:

e kazdé dvé baze R-modulu M mayji stejny pocet prvki, ktery se oznacuje jako dim M,
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e kazda line4drné nezavisla k-tice prvki spliuje k < dim M,
e kazda k-tice prvki pro k > dim M je linearné zéavisla.

Cislo dim M se nazyvé dimenze R-modulu M.

Varovani a trocha terminologie. Pozor, v pfipadé R # R (v pfipadé, kdy R neni
téleso), pouZiva jiny néazev: vektorové prostory. To proto, Ze moduly nad R (télesem) jsou
o poznani jednodussi, a tedy byly studovany diive nez R-moduly pro R = Z (libovolny
komutativni okruh); tim padem se pro né vzil jiny nézev.

Piiklad 16. Dimenze R-modulu R™ je rovna n, jelikoz jsme v ptikladé 15 nasli n-prvkovou
bazi. Totéz plati pro Z-modul Z": obecné miuze byt sice komplikované pro Z-moduly defi-
novat dimenzi, ale Z" je natolik slusné vychovany, Ze to necini zadny problém.

Vyuziti baze

Prekvapivé ¢asto se v matematice i jejich aplikacich stane, ze nas kol je najit bazi néjakého
R-modulu. Déje se to napf. v teorii Cisel, zpracovani dat, nebo v teorii tzv. oby¢ejnych
diferencidlnich rovnic. Dé&je se to rovnéz v sérii Brkosu, jejiz feSeni je nyni vasim tukolem.

Nejcastéjsi pripad, kdy hleddme bézi, nastava, kdy méme né&jakou rovnici ¢ soustavu
rovnic. Ukazme si to na nékolika prikladech:

1. Hledame celocislena feseni rovnice 2x — 3y = 0. Ta tvofi Z-modul M = {(z,y) €
72|12z — 3y = 0}. UkdZeme, e kazdé dva nenulové prvky (x1,v1), (2,%2) tohoto Z-modulu
jsou linearné zavislé. Abychom vidéli proé¢, uvédomme si, ze 2z1 = 3y, 222 = 3ys. Proto
tedy

(2y2) - (z1,91) + (=2y1) - (22, 92) = (221Y2, 20192) + (—27291, —2Y1Y2)
= (31192, 2y192) + (—3y2y1, —2Y1%2)
= (0,0).

JelikoZ 2y9 # 0, —2y; # 0, dostavame, Ze naSe prvky jsou linearné zavislé.

7 toho muzeme odvodit, ze M mé jednoprvkovou bazi. Touto bazi bude néjaky prvek
(z,y) € M,z # 0,y # 0 takovy, Ze |z| + |y| je co nejmensi. Ostatni prvky pak dostaneme
linearni kombinaci, v tomto piipadé jako nésobek ¢ (z,y),c € Z. Hledany prvek baze je
tedy (3,2) a jisté si ovefite, ze kazdé feSeni je opravdu tvaru c - (3,2) = (3¢, 2¢).

Vysledek tohoto prikladu asi nebyl zas tak ohromujici. Na zavér si tedy ukédZeme néco

2. (Pellova rovnice) Hledame celoéiselné feSeni rovnice
22— 22 =1

Rekneme, Ze FeSeni této rovnice (a,b) € Z2 je minimdlni, pokud a # +1,b # 0 a |a| +|b]v/2
je minimalni mezi v8emi feSenimi kromé (41,0). Pomoci nikoli jednoduchych avah o Z-
modulech a jejich bazich pak lze ukazat velice silné tvrzeni: kaZdé dalsi feseni (u,v) této
rovnice splituje |u| + [v|v/2 = (|a| + |b|v/2)" pro néjaké nezdaporné celé cislo n.

Miniméalni feSeni ale v tomto piipadé najdeme velmi snadno: je tvaru (a,b) = (3,2).
Tedy pouze z této informace jsme schopni pouhym umochovinim nalézt vSechna reSeni,
napi. (u,v) = (3880899, 2744210) je feSeni, které dostaneme umocnénim (3 + 2v/2)°.
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