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Pomocny text ke 4. sérii

oXo UHLY VSUDE, KAM SE 0,0
PODIVAS

autor: Dalibor Kramdr

V této sérii budeme fesit geometrické tlohy a budeme pocitat s velikostmi dhla. Ob-
vykle budeme vyuzivat toho, Ze néjaké thly jsou stejné. Kde v8ude najdeme stejné uhly?
Pojdme se podivat na nékolik moZnosti, které se nam pii FeSeni tloh nabizi, jako jsou
podobné trojuhelniky, rovnoramenné trojihelniky a obvodové, stfedové a tisekové tuhly.
Doporucujeme se nad piiklady nejdiiv zamyslet a teprve potom si pfecist feseni. Nenechte
se odradit délkou textu, pulka z toho jsou obrézky.

1 Podobné trojtihelniky

Podobné (nebo shodné) trojuhelniky nam déavaji ¢astokrat hned nékolik stejnych uhla.

Priklad. Trojuhelnik A ABC ma pravy thel u vrcholu C. Bod D je pata vysky z vrcholu
C. Usetka AD ma délku 8, tsecka BD ma délku 2. Jak dlouh4 je tsecka C'D?

90;3 b

Reseni. Oznacéme a thel <CAB. Uhel <ACD = 5 —a. Atedy <DCB = a. Jelikoz D je
pata vysky, pak thly ADC i CDB jsou pravé. Proto jsou trojuhelniky A ADC a A CDB
jsou podobné podle véty uu. Z podobnosti plyne é—g = % & CD?=AD-BD = CD =
VAD -BD =+/8-2 =4.
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2 Rovnoramenné trojihelniky

Dalsi moznost je pouZziti rovnoramennych trojihelnikt. Ty ndm umozni prevést shodné
thly na stejné délky stran a naopak.

Piiklad (Thaletova véta). Je dana tsecka AB. Bod S je stfedem usecky. Zvolme bod C
takovy, Ze nelezi na primce AB. DokaZte, Ze trojuhelnik ABC je pravouhly pravé tehdy,
kdyz SA = SC.

ReSeni. Oznaéme « thel <CAB a 3 uhel <ABC. Ekvivalenci obvykle dokazujeme jako
dvé implikace. Nejdiive ukazme, Ze pokud SA = SC, pak je trojuhelnik pravoihly.

Vidime, Ze trojuhelnik ASC je rovnoramenny (se zékladnou AC'). Stejné tak trojuhelnik
BSC' je rovnoramenny se zékladnou BC, protoze SB = SA = SC. Tedy <ACB =
<ACS 4+ «<BCS = a + . Protoze soucet uhli v trojuhelniku ABC je m, tak dostaneme
atB+(a+p)=m=a+3=7.

Nyni ukaZzme, Ze pokud trojihelnik je pravouhly, pak SA = SC. JelikoZ soucet uhla
v trojihelniku je 7. Pak a+ 3+ 5 = 7 & a+ = 5. Zvolme bod X na tsecce AB, tak aby
platilo <ACX = «a. Nahlédnéme, Zze <XCB = <ACB — <ACX = § — a = 8. Vidime, Ze
trojuhelniky A AXC a A BXC jsou rovnoramenné. Tedy XA = XC = X B. To znamena,
7e X je stfedem tisecky AB (nebot X € AB) atedy X = S. Proto SA=XA = XC = SC.

3 Obvodové a stredové tihly

Pokud se v tloze vyskytne kruznice, tak se ¢asto pouziva k , pfenosu dhlu na jiné misto*.
Pojdme se detailné&ji podivat, jak to funguje.

Definice. Necht k je kruznice se stfedem S a polomérem r. Necht tisec¢ka AB je tétiva
kruznice k. Uhel <AS B nazveme stiedovy thel kruznice k. St¥edovy thel obvykle znacime
w. (Viz obréazek 1.)

Definice. Necht £ je kruznice se stfedovym thlem <tASB. Bod C' necht lezi na kruznici
k mimo tthel <ASB. Uhel <ACB nazveme obvodovy tihel k tthlu <ASB. Obvodovy tihel
obvykle zna¢ime «. (Viz obrazek 2.)
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Obréazek 1: Stiedovy thel <ASB

Obrazek 2: Obvodovy thel <ACB (k ahlu <ASB)
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Véta (Véta o obvodovém a stfedovém thlu). Velikost obvodového thlu « je % velikosti
stfedového thlu w. (w = 2a)

Dikaz. Ozna¢me si kruznici k, tétivu AB, stied kruznice S a obvodovy thel <ACB = «.
Rozlisime tii pfipady. (Vidét je muZete na obrazku 3.)

Pokud S lezi na tseéce AC, tak trojuhelnik A BSC je rovnoramenny. Z dopoctu do
piimého ahlu v trojuhelniku A BSC dostaneme, 7ze <BSC =1 — a — o = 7 — 2c. Uhel
<JASB je vedlejsi k ahlu <BSC, jeho velikost je tedy 7 — (7 — 2a) = 2. (Pokud S lezi
na tsece BC, tak je diikaz analogicky.)

Pokud S lezi uvnitf thlu <AC B, tak uvazme polopiimku C'S. Polopfimka protne kruz-
nici k v bodé X (tak, Ze X je rizné od C'). Oznacme thly <ACX a <BCX jako ay a ao.
Z predchoziho pripadu vime, ze <ASX = w1 = 201 a <BSX = wy = 2an. Sectenim uhla
CASX a <BSX dostaneme w = wy +we = 2a1 +2a0 = 2a, protoze aq a ag jsou obvodové
thly, kde S prochézi{ ramenem thlu.

Pokud S lezi vné thlu <AC B, tak uvazme polopiimku C'S. Polopiimka protne kruznici
k v bodé X (tak, ze X je rizné od C). Oznacme thly <ACX a <BCX jako aj a as. Z
predchoziho piipadu vime, ze <ASX = w; = 201 a <BSX = wy = 2as. Odeftenim thla
<ASX a <BSX dostaneme w = |w; — wa| = [2a1 — 2a2| = 2a.

Véta o obvodovém a stfedovém thlu mé jeden dulezity dusledek:
Véta. Obvodové thly piislusné stejnému stfedovému thlu maji stejnou velikost.

Dikaz. Podle véty o obvodovém a stiedovém thlu vime, Ze kazdy obvodovy tihel méa
polovi¢ni velikost oproti svému stfedovému tahlu. A jelikoz, stfedovy thel sdileji, tak musi
mit stejnou velikost.

Na obrazku 4 muZzeme vidét nékolik shodnych obvodovych ahlu (<ACB, <AC'B
a <AC"B). Také si mizeme vSimnout bodu D a uhlu <ADB. Ten nemé stejnou veli-
kost jako predchozi thly, protoZe pfislusi jinému stfedovému thlu (tomu obracenému).
Vidime tedy, Ze nestaci, aby uhly ,lezely“ na stejné kruZnici, ale musi mit také stejny
stfedovy thel.
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(a) Prvni pfipad

N

(b) Druhy pripad

(c) Tteti piipad

Obrazek 3: Dikaz véty o obvodovém a stiedovém thlu.
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Obrazek 4: Obvodové thly pfislusné stfedovému tdhlu <<ASB.
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Piiklad. Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD (tj, jeho body lezi na jedné kruznici). Do-
kazte, ze <DAB + <BCD = .

Reseni. Uvazme uhlopiicku BD. A stfedové uhly <BSD (jsou dva, jeden je nekonvexni).
Oznaéme w; stfedovy thel obsahujici bod C a wy stfedovy tihel obsahujici bod A. Jejich
souCet je 2m. VyuZijme vétu o obvodovém a stfedovém thlu: 27 = wy + we = 2<<DAB +
24BCD & <DAB + <BCD = .

Priklad. Je dén trojihelnik A ABC'. Oznacme o, osu usecky AB. Osa o, protne kruznici
opsanou trojuhelniku A ABC' v bodé D v poloroviné opa¢né k ABC' (tj. body C a D lezi
na opacnych stranach pfimky AB). Ukazte, Ze bod D lezi na ose thlu ~.

Reseni. Jelikoz bod D lezi na ose usecky AB, pak je trojuhelnik ABD rovnoramenny.
Tedy uhly <DAB = <DBA jsou shodné. S vyuZitim dvojic obvodovych thlt dostavame
<DAB = <DCB a <DBA = <DCA. Tedy <BCD = <DCA a pifimka CD je osou thlu

Y.

Vé&ta (Usekovy tihel). Bud <AC B obvodovy thel kruznice k. Bod X necht lezi na teén&
ke kruznici k z bodu B v poloroviné opatné k ABC (tj body C a X lezi na opa¢nych
stranach pfimky AB). Potom <ACB = <ABX.

Diukaz. Oznac¢me thel <ACB jako a. Uvazme stfedovy thel <ASB = w prislusny k da-

nému obvodovému thlu. Rozlisme tii pripady. (Uhel « je vnitini thel trojihelniku, proto
nemizZe byt pfimy ani nekonvexni.)
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Predpokladejme, Ze « je ostry thel. Necht Sy je pata vysky trojuhelniku ABS na stranu

AB. Uhel <8ySB je roven a, nebot <SpSB = 428 = & = 22 — o Jelikoz tihel <SSoB

je pravy, pak thel <SBA = § —a. A jelikoZ te¢na z bodu B je kolméa na polomér BS, pak

<ABX =5 — (5 —a) =a.

Pokud « je pravy thel, pak z thaletovy véty usecka AB je prumér (tedy BS je polomér)
a teéna z bodu B je kolma na polomér BS.
Predpokladejme, Ze tihel « je tupy. Necht Sy je pata vysky trojuhelniku ABS na stranu

AB. Uhel <SySB je roven 7 — a, nebot’<ISoSB:7r—%:ﬂ—%:ﬂ—%:ﬂ—a.

Jelikoz tihel <SSpB je pravy, pak tthel <SBA = § — (7 — o) = a — §. A jelikoz tecna

z bodu B je kolma na polomér BS, pak <ABX =5 + (o — §) = a.
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