XXVII. roénik BRKOS 2020/2021

STUDIJNI TEXT: FUNKCIONALNI ROVNICE

Tématem druhé série jsou funkcionalni rovnice. Jedna se o takové rovnice, ve kterych
hleddme neznamou funkci spliiujici zadanou rovnici. Jelikoz takova neurcitd definice toho
asi moc neiika, tak si hned pojdme ukéazat pfiklad néjaké funkcionalni rovnice:

Priklad 1: Najdéte v8echny funkce f : R — R spliiujici pro vSechna realné z, y:

flx+y)+2f(x—y)+ f(z) +2f(y) = 4z + y.

A€ uvedena rovnice muze na prvni pohled vypadat komplikované, tak si za chvili uké-
Zeme, Ze na jejim vyiteSeni nic slozitého neni.

Podobné jako v prikladu 1 vypadaji vSechny funkcionalni rovnice — mame zadéno, Ze
hleddme funkci se zadanym definiénim oborem a oborem hodnot, pfi¢emz pro (obvykle)
vSechny hodnoty z definicniho oboru méa platit zadana rovnost. A jak se tedy obecné
funkcionélni rovnice fesi? Jsou dvé nejznaméjsi metody — Cauchyho metoda a substituéni
metoda. Cauchyho metodou se zde zabyvat nebudeme, ale ukdZeme si, jak funguje metoda
substitu¢ni. Jeji hlavni myslenka je, Ze nejprve predpokladame, Zze néjaka funkce vyhovujici
dané rovnici existuje a jelikoz vime, Ze zadand podminka mé platit pro vSechny hodnoty
z defini¢niho oboru, tak musi platit i pro néjaké specialni hodnoty. My ovSem chytie dosa-
dime takové specialni hodnoty, které nam o funkci néco prozradi. Jak to vypadéa v praxi?
Ukazme si hned na piikladu 1:

ResSeni piikladu 1: Pfedpokladejme tedy, Ze naSe rovnice ma néjaké feSeni f. Jelikoz
f ma spliiovat zadanou rovnici pro vSechna realné x,y, tak specidlné musi spliiovat danou
rovnici pro y = 0. Dosadme a divejme se, co se bude dit:

flx+0)+2f(x—0)+ f(x) +2f(0) =42 +0
4f(x) = 4z — 27(0)
f(0)

f(x):x—T.

Ale @ je pro nasi vybranou funkci f prosté n&jaka redlna konstanta (sice nezname jeji
hodnotu, ale jedna se o vyraz naprosto nezavisly na z). Oznacme tedy ¢ = @. Potom
vime, Ze f musi byt tvaru f(x) = x — ¢. Mohlo by se zdat, Ze ted méame FeSeni a tak
jsme skoncili, ale pozor! JelikoZ jsme na zacatku predpokladali, Ze uvedena rovnice ma
feSeni (coz vibec nemusi byt pravdal), tak nyni musime udélat zkousku. Dosadme tedy

f(z) = x — ¢ do puvodni rovnice a sledujme, jestli dostaneme platnou rovnost:

(x+y—c)+2x-—y—c)+(x—c)+2y—c) =4z +y
dr +y —6c =4z +y.

To ale je platna rovnost pravé tehdy, kdyz ¢ = 0. NaSe rovnice méa tedy jediné feSeni a tim

je f(x) = .
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Uvedme si nyni dva dilezité komentare. Prvni se tyka zkousky. Ta je sice pii pouZziti
substituéni metody vzdy povinnou soucasti feSeni, ale v mnohych pfipadech neda Zzadnou
pfevratnou informaci (prosté se dozvime, ze danéa funkce spliuje pozadovanou rovnost).
V takovych pripadech sta¢i do FeSeni napsat, ze jste zkousku provedli bokem na papife
a vysla vam?!.

Druhy dilezity komentar by mél odpovidat na otézku, jak na néco takového prijit.
Proé¢ zrovna volba y = 07 Odpovéd je bohuZel spise neuspokojivé, protoze Zadny obecné
pouzitelny postup rikajici, které volby jsou zarucené dobré, neexistuje. Na druhou stranu
existuje spousta osvédcenych voleb, které ndm casto pomizou. Prvni obecnou radou je
dosazovat takové hodnoty, které ndm danou rovnici zjednodusi. CoZz se nam ted krasné
povedlo v minulém piikladé. Volbou y = 0 se nam totiz najednou zacaly rovnat vyrazy
fx+vy), f(x—y) a f(x). Zde je seznam nékterych typickych voleb:

e z=0,y=0,z=1Ly=1;

o r=y, T=—y;

e nejprve dosadime x = t, pak dosadime x = —t a oba vysledky porovnéme;

e nejprve dosadime x = ¢,y = u a nésledné dosadime x = u,y = t a oba vysledky
porovname;

o x = f(t).

vvvvv

tak primocaré, jako tomu bylo u piikladu 1:

Priklad 2: Najdéte v8echny funkce f : R — R spliiujici pro vSechna realné z, y:

fla—y*) = fz) -y

Reseni: Dosazenim y = 0 tentokréat nic zajimavého neziskame, tak zkusme dosadit « = 0.
Dostavame:

F(=y*) = f(0) = .
Co nam to 1ka? Vidime, Zze argument levé strany je vzdy nekladny a naopak jakékoliv
nekladné ¢islo miizeme vyjadiit jako —y?, takZze pokud oznacime ¢ := f(0), tak vidime, ze
pro libovolné nekladné ¢islo z musi f spliiovat f(z) = ¢+ z. Zbyva zjistit, jak se f chova
na kladnych hodnotach.

Predpokladejme tedy, Ze x je libovolné kladné ¢islo. Kdybychom se nyni zbavili vyrazu
f(x — y?) na levé strané (myslime tim, zaiidili aby nebyl zavisly na ), tak hned muzeme
vyjadiit ze zadaného vztahu f(x) a mit rovnici vyfesenou. No ale k tomu pfece muzeme
pouzit y! Pokud bychom vy zvolili tak, Ze bude platit 2 — y? = 0, tak na levé strané rovnice
dostaneme f(0) (tedy c¢), coz uz neni vyraz zavisly na z. A jelikoz jsme predpokladali, ze
x je kladné, tak miZeme zvolit y = /= a rovnice nam prejde do tvaru:

F(0) = f(=) - (V)
x+c= f(x).

'Obéas se v tomto piipadé zachazi do extrémni stru¢nosti, kdy napiSete néco takového: Vysla ndm
funkce f(z) = z2, kterd je opravdu FeSenim. PFitemi to, Ze jste udélali zkousku je skryto v tom slovu
opravdu :)
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Dostavame tedy, ze f musi byt tvaru f(x) = = + ¢, kde ¢ je néjakd realna konstanta.
Zkouskou zjistime, Ze vSechny takovéto funkce jsou opravdu reSenim nasi rovnice.

POKROCILEJSI TECHNIKY

Na zavér si jenom proletme rizné mozné pokrocilejsi techniky feseni funkcionélnich rovnic.
Kazd4 polozka ze seznamu by si zaslouzila mit samostatnou tlohu, ale text by nabyl tak
obfich rozméri, Ze si jen fekneme, kam ma smysl pokracovat.

e Uzitecné byva dokézat, Ze funkce mé néjakou zajimavou vlastnost, které funkce mivaji
— napfiklad, Ze je injektivni, surjektivni, bijektivni, sudé, licha, rostouci, klesajici,
zéporné, kladné, spojita. ..

e Obcas poméha uhadnout feSeni a dosadit ho do rovnice nasledujicim zptisobem: u
piikladu 2 si v8imnéme, Ze feSenim je funkce f(x) = z. Zadefinujme novou funkei ¢
nasledovné: g(x) = f(z) — z (ode¢itdme uhadnuté Feseni). Nyni nam staci dokazat,
ze funkce g je konstantni, coZ uz je pomérné snadné. Vyzkousejte si to na piikladu 2
sami :)

e Dosazujme takové hodnoty, aby se rovnaly naprosto odlisné vyrazy! Napiiklad na
mezinadrodni matematické olympiadé v roce 2017 byl jeden z piikladi nésledujici
funkcionélni rovnice:

f(f@)fw) + flx+y) = flzy).

Pritom celé feSeni zacalo volbou x = % Jak na néco takového ale pfijit? No jsou to
vS8echny takové volby, které splni, Ze x +y = zy, ¢imz padem se ndm odec¢tou vyrazy

flz+y)a f(zy).

To je z pomocného textu vSechno. Doufame, Ze vés funkcionalni rovnice zaujaly a s chuti
se pustite do feSeni tloh v sérii!
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