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Podobné jako tento odstavec je cely jedna velkd véta, je i tato série vénovana velkym
vétam, které, ackoli jsou velice tezké na dokézani a mnohdy si nevystacite ani s nékolika léty
na vysoké skole, maji znéni, které je krasné pochopitelné se zékladnimi znalostmi, a proto
vam je predkladame zde v pomocném textu i s drobnym komentarem a umoziujeme vam
je pouzit v feSeni tloh této série.

Véta o ¢tyrech barvach

Jednim z velkych matematickych problémt, ktery dlouhou dobu odoléval dikazu, je tzv.
Problém ¢tyt barev. V nejjednodussi varianté se jedna o tvrzeni, ze kazdou politickou mapu
1ze obarvit pomoci ¢tyt barev tak, aby zadné dva sousedici staty nemély stejnou barvu. Tato
formulace je ovsem ponékud végni, jelikoz z ni napfiklad neni jasné, jestli spolu sousedi
staty, jejichz tzemi se dotykaji jen rohem (bodem), nebo jestli izemi jednoho statu muze
byt nesovislé (napt¥. USA a Aljaska). Pro oba tyto pfiklady lze oviem snadno najit mapu
takovou, kterd ¢tyfmi barvami obarvit nelze.

Obrazek 1: Priklady obarven{ map

4

Na obrazku 1 se nachézi tfi mapy. Map nalevo jen ukazuje, Ze i slozitéjsi mapy lze
skute¢né dobfe obarvit. Pokud ovSem pozadujeme, aby dvé tzemi{ méla stejnou barvu
(respektive jeden stat mél vice tzemi), mapa uprostied je protiptikladem, ktery ¢tyifmi
barvami obarvit nelze. Koneéné tieti mapa nezle obarvit v piipadé, ze nechceme, aby staty
stejné barvy sdilely roh.

I kdyZ se ptvodni motivace tohoto problému ukryva pravé v obarvovani map, dnes je
Problém ¢tyr barev vétSinou formulovan jako problém teorie grafti. Teorie grafi je odvétvi
matematiky, které zkouméa tzv. grafy, coZ jsou v podstaté pouze kolekce bodu (vrcholi)
a hran, které spojuji nékteré dvojice téchto boda. O grafu feknem, Ze je rovinny, pokud lze
nakreslit na papir tak, aby se nekfizily zddné nakreslené hrany. Na obrazku miiZete vidét
priklad rovinného a nerovinného grafu.

V teorii grafu lze Vétu o ¢tyfech barvach formulovat nasledovné:
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Obrazek 2: Priklady rovinného a nerovinného grafu

Véta. (O étyfech barvach) Vrcholy kazdého rovinného grafu lze obravit ¢tyfmi barvami
tak, Ze neexistuje dvojice vrchold stejné barvy, které by sdilely hranu.

Za zminku stoji také pfibéh dikazu této véty. Slabsi varianta véty hovofici o péti
barvach byla dokdzéna jiz v roce 1890 Percym Heawoodem. Ditkaz véty o Ctyfech bar-
vach v8ak odoldval mnoho dalsich let. Dokonce ani dnes néktefi matematici jejimu dikazu
nevéri. Vsechny dosud piedlozené diukazy totiz vyuzivaji pocitacovy program. Dilkaz re-
dukuji problém na pouze koneéné mnozstvi (nékolik tisic) ,elementarnich® graft, jejichz
obarvitelnost zaruci obarvitelnost libovolného grafu. Obarvitelnost téchto ,elementarnich*
grafu vzdy ovéruje pocitac. Pravé ¢ast zahrnujici vypodet pocitace neni mnoha matematiky
uznavana, a to ze dvou divodi. Samotny program miuZe obsahovat chybu a i pokud je na-
psan spravné, je jista Sance, Ze doslo k hardwarové chybé vypoctu. Asi nejdivéryhodné;jsi
dikaz byl napsédn v roce 2005. Jednalo se o program v dokazovacim systému Coq. Coq je
plnohodnotny programovaci jazyk doplnény o dikazovy systém. Lze v ném proto napsat
program a rovnou ho vybavit formalnim dikazem korektnosti, ktery je pocitacové ovéren.
Mizeme si pro byt jisti, Ze program pouzity pro dikaz byl korektni, za predpokladu, zZe je
korektni jadro samotného Coqu.

Velka Fermatova véta

Prvni véc, kterou muzeme s jistotou ¥ici, je, ze Velkad Fermatova véta patii k celkové nejzna-
méjsim matematickym problémim, a to nejen mezi matematiky: na ¢eské wiki si miuzete
precist, v kolika rtiznych seridlech, povidkach, divadelnich hrach atd. se Velkd Fermatova
véta objevila. Dtivod, proc je toto tvrzeni tak znadmé mezi Sirsi vefejnosti, je pravdépodobné
stejny, jako proc¢ je véta zajimava pro matematiky: jedné se o tvrzeni velmi jednodnodu-
ché co do formulace, ale extrémné naro¢né co do dukazu. Pierre de Fermat toto tvrzeni
na¢maral na okraj jedné knihy v roce 1637 a az v roce 1995 zvladl Andrew Wiles (a to az
na druhy pokus) podat kompletni dikaz.

Pripomenime tedy znéni: Velkd Fermatova véta ndm ik, Ze pro zadné pfirozené n > 2
rovnice
nema v oboru prirozenych ¢&isel feSeni. Tedy formulovat toto tvrzeni opravdu zvladné kazdy,
kdo vi, co je s¢itani a umociovani. Co se tyc¢e jeho dikazu: povSimnéme si, Ze ndm staci
toto tvrzeni dokdzat pro n = 4 a n liché prvocislo: ostatni pripady pak jiz hned vyplynou
(jednoduse protoze xP4 = (2P)?). Ditkaz pro n = 4 zvladl sam Fermat (sice tvrdil, Ze i pro
ostatni n, ale dnes uz mu to nikdo nevéii) a pripad n = 3 byl vyfesen jen o malo pozdéji.
Tim ale tspéchy na delsi dobu konéi. AZ v 19. stoleti priSel dalsi prilom, predevsim diky
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praci Kummera a Dedekinda, ktefi polozili zédklady algebraické teorie ¢isel. Diky novym
metodam (motivovanym pravé Fermatovym tvrzenim) se z domnénky stala véta pro tfidu
tzv. regularnich prvocéisel. Divod k bujarym oslavam to ale tak dplné nebyl, jelikoz pr-
vocisel, ktera regularni nejsou, je nekoneéné mnoho (fun fact: dodnes nevime, jestli téch
regulérnich je kone¢né ¢i nekoneé¢né mnoho, nicméné patii mezi né vSechna prvocisla mensi
nez 23).

Na dalsi pokrok si musime pockat az do roku 1955, kdy byla poprvé vyslovena Taniyama-
Shimurova domnénka, o niz bylo zéhy dokézéno, Ze pouze jeji ¢astetny dikaz implikuje
Velkou Fermatovu vétu. Jednalo se vSak o natolik fascinujici a hluboké tvrzeni, Ze mnoho
matematiki v té dobé ani nevérili, ze ji v nasledujich staletich nékdo zvlddne dokazat
(leckdo si dnes mysli totéz napt. o Riemannové hypotéze). Tato domnénka zhruba fika,
ze kazdé eliptické kiivce nad racionalnimi ¢isly (cca se jednd o mmnozinu feSeni rovnice
y? = 23 +az? + bz +c, kde a, b, ¢ jsou racionalni koeficienty) lze pfifadit jedinou modularni
formu (cca funkce komplexni proménné, ktera néco splituje).

P#ibéh konéi v letech 1994-5, kdy Andrew Wiles pfed zna¢né Sokovanym sélem mate-
matiki predvedl ditkaz Taniyama-Shimurovy domnénky pro tiidu tzv. Freyovych kiivek
a nasledné po dalsim roce tvrdé prace zladl opravit chybu, kterd byla v dikaze nalezena.
Z toho pak vyplynula Velkd Fermatova véta. Dikaz je zhruba nésledujici: predpokladejme,
Ze rovnice " + y™ = z" méa pro n&jaké n > 2 FeSeni (a,b,c). Potom muiZeme sestrojit
eliptickou kfivku

y2 = (v —a)(x — b)(a — o).

Ta patii mezi Freyovy kiivky, tedy podle Wilesova dlikazu ji pfislusi modularni forma
jistych parametra. Ale jak uz bylo fe¢eno, modulérnich forem je dost malo, specialné pro
dané parametry neexistuje zadnad a mame spor. Tim tedy skoncil pribéh Velké Ferma-
tovy véty, ale zacala se psat historie tzv. Langlandsova programu — série velmi odvéaznych
a hlubokych domnének, z niz Taniyama-Shimurova byla jen prvni kricek.

Trisekce thlu

Narozdil od spousty vét a metod pro feSeni planimetrickych tloh se zde setkdvame s problé-
mem, jehoz krasa je, ze zadnymi metodami fesit nelze. Jde o problém tieténi (tedy trisekce)
libovolného tihlu, a to pouze pomoci pravitka a kruzitka. Z thlu 6 chceme jednoduse ziskat
ithel % (na kalkulac¢ce by se tento problém jisté vyfesil snadno)

Samoziejmé existuje hromada uhla, které roztfetit umime (90°, 360°,...). P&knym
prikladem je i thel 36 pro néjaky zkonstruovatelny thel 6 (thel, ktery lze pomoci pravitka
a kruzitka zkonstruovat, napt. 45°,108°,...). JednoduSe na pocate¢ni tihel zapomeneme
a uhel 6 zkonstruujeme pfimo.

Priiklad. Sestrojte tfetinu thlu a = 45°.
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Da-1i ndm nékdo thel 45° na papire, mizeme jej okamzité zahodit a spokojené sestrojit
15° jakozto polovinu poloviny vnitiniho thlu rovnostranného trojihelniku. Vsechny tyto
operace lze pomoci pravitka a kruzitka provést.

Vsechny roztfetitelné thly vSak nemusi byt nutné zkonstruovatelné, potom vsak neni
zkonstruovstelna ani jeho tietina:

Priklad. Sestrojte tietinu uhlu 8 = 37”

Tentokrat dany thel pouzijeme. KdyZ jej totiz zpétinasobime, coz je mozné, dostaneme
thel 157”, coz po odecteni plného thlu déla 7, coz je opravdu tietina piivodniho. (Na
obrazku jsou uvedeny tii t¥etiny davajici dohromady puvodni tihel)

Existuji vSak thly (jako tfeba i 60°), které pravitkem a kruzitkem roztietit nelze. Diikaz
vSak pouziva slozitéjsich algebraickych struktur a proto jej zde uvadét nebudeme. Existuji
vSak geometrie, ve kterych toto ucinit 1ze. Jednim piikladem je tzv. neusis konstrukce:
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Kde mame zadany thel </ HF' a roztietime jej tak, ze pravitko, které je stejné dlouhé jako
polomér kruznice (¢ili |GH|), budeme piikladat k bodu F, dokud jeden konec E nebude
lezet na piimce HJ a druhy konec G na kruZnici k. Potom nam vznikne thel <GH F, jehoz
trojnasobek je pravé </HF'.

Dalsim ptikladem rozsitené geometrie, kde je mozné roztietit tihel, je origamsi geometrie.
Jeji presny postup vSak nechame ¢tenafi.
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Catalanova véta

Catalanova véta (nékdy také Catalanova domnénka nebo Mihéilescova véta) patii mezi ta
nadherna tvrzeni v matematice, které jsou ve své podstaté velice komplikované, ale jejichz
formulace je pritom velice jednoducha. Posudte sami:

Véta. Necht z,y,a,b jsou pfirozena Cisla takova, Ze a i b jsou vétsi nez 1. Pak rovnice
xt — yb =1
ma jediné feSeni a to 32 — 23 = 1.

Zd4 se vam tvrzeni jednoduché? Tak se pokuste o ditkaz. Celé matematické komunité
trvalo pfes 150 let, nez se ji podafilo ho najit. Tvrzeni postuloval belgicko-francouzsky
matematik Eugéne Charles Catalan uz v roce 1844 (mimochodem je to ten stejny, po kterém
jsou pojmenovana Catalanova ¢isla) a dokdzano bylo pomérné nedévno — v roce 2002.
Dokézal ho rumunsky matematik Preda Mihailescu. Zajimavosti je, Ze trvzeni dokazoval
nadvakrat — ne Ze by prvni dikaz snad byl nekorektni, ale potieboval vyzkouSet mnoho
moznosti, a tak bylo zapotfebi pomoci pocitace. Na druhy pokus pak nasSel dostatecné
elegantni argument, aby tohoto nebylo tieba.

Reknéme si pfeci jen néco malo k dikazu. Prvni jednoduché pozorovéani (a jedina véc,
kterou si zvladneme odtvodnit my tady) je, Ze nam staci uvazovat, ze a a b jsou prvoéisla.
Proc¢? Tak pokud vime, Ze neexistuje zadné fegeni (kromé 32 —23), kdyZ a, b jsou libovolna,
tak urc¢ité neexistuje, kdyz podminky zpfisnime, aby a,b byla prvodisla. Ukazme si, Ze
to funguje i naopak. Pfedpokladejme tedy, Ze rovnice mé jediné feSeni pro a,b prvocisla,
ale existuje feSeni x1,a1,y1,b1, kde a1,b; jsou slozena (piipad, kdy je jenom jedno z &isel
slozené by se vyftesil uplné stejné). Pak ale a = pk a b = ¢l pro vhodné pfirozena ¢isla k, [
a prvocisla p, . Potom mame néasledujici rovnost:

b k ! p a
L=aft =y =ty = (of)" = (uh)"

Ale jelikoz predpokladame platnost Catalanovy véty pro prvocisla v exponentu, tak to
znamena, ze 3 = xlf, coz se nemuze stat, kdyz k neni 1 (coz neni, jelikoz kp musi byt
slozené ¢islo).

Bohuzel si toho vice nejsme schopni ukézat, vézte vSak, Ze dikaz by déle bylo nutno
rozvést do nékolika ¢asti. Nejprve by bylo tfeba vytesit zvlasté pripady, kdy alesponl jeden
z exponenti je sudy (mimochodem jedna se o pomérné Casty jev v teorii ¢isel, kdyz chcete
dokéazat, Ze néco plati pro vSechna prvoéisla, tak je ¢asto potieba vzit dvojku zvlast). Tyto
pripady jsou jednodussi a alespon nékteré z nich se daji udélat elementérné, ale jsou i
tak technické a naroc¢né. Mimochodem jeden z pifpadii, kde je exponent sudy (y? — 23 =
1) vyfesil uz Leonhard Euler a a¢ o tom tehdy nevédél, tak k dukazu pouzil eliptické
kiivky, které byly zminény v ¢asti o Velké Fermatové vété. Zbytek dikazu (tak jak ho vedl
Mihailescu) vyuziva pokrocilych matematickych oblasti jako je Galoisova teorie a kruhova
télesa. Jediné, co o téchto oblastech zvladnu tici je, Zze kruhova télesa jsou matematické
objekty, které se chovaji podobné jako racionalni ¢isla, ale navic obsahuji specialni prvek
(komplexni ¢islo), ktery spliwuje, Ze jeho nékolikata mocnina je rovna jedné, ale zadné mensi
prirozena mocnina jedné rovna neni. Pro ty, kdo znaji komplexni ¢&fsla, tak mtzu fict, ze
napiiklad mnozina {a + bi | a,b € Q} je kruhové téleso — vyznaénym prvkem je imaginarni
jednotka, jejiz ¢tvrtd mocnina je rovna jedné, ale Zadna dFivéjsi mocnina ne. Pro ty z vas,
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kdo by si chtéli procvicit pouziti Catalanovy véty na néjakych piikladech ze stiedoskoleské
matematiky jesté jinde nez v Brkosu, tak ji lze pouzit napiiklad pfi feSeni nasledujictho
piikladu (MOG67-A-11-4): Rozhodnéte, zda existuji kladna cela ¢isla n a k takova, ze

n
11 —n

je druhou mocninou piirozeného ¢isla.

Zdroj: https://www.mimuw.edu.pl/ zbimar/Catalan.pdf

BRKOS Team 2020


https://www.mimuw.edu.pl/~zbimar/Catalan.pdf

