XXV. ro¢nik BRKOS 2018/2019

Pomocny text k 6. sérii

O'O

DXl 7 BRAZENT V PROSTORU

-
autor: Matous

Vsichni si jisté dokazi pfedstavit vSedni zobrazeni v roving, jako osova soumérnost,
stfedova soumeérnost, posunuti a rotace. Hlavnim cilem tématu této série je jednak tato
zobrazeni (nebo spiSe jejich prostorové analogie) definovat a jednak ukazat, Ze staci jen
maly krok a ke vSemu, co zname z roviny, dokdZeme néjakou analogii v prostoru nalézt.
Pfijméte tedy pozvanku do nadherného euklidovského prostoru E3, mista je tu dost!!

Rovinova soumérnost

Jako prvni zobrazeni si uvedme takové, které vidate kazdé rano pied zrcadlem. V prostoru
je déna rovina o € Fj3. Rovinova soumérnost podle roviny « je zobrazeni p, : F3 — Fjs
takové, Ze pro kazdé X € Ej3 plati:

1. Xpo(X ) La
2. Jpa(X)al = |Xal
3. pa(X) =X & X € a (tato podminka Fika, ze zobrazeni neni identita)

Jak lze vidét ze tieti podminky, samodruzné body? jsou ty, které lezi v roviné a. Dale
pokud pro mnozinu bodi M C Ej existuje rovina « takova, Ze po(M) = M (¢ili mnozina
se ve zobrazeni nezméni), fikdme, Ze je mnozina M rovinové soumérnd a rovinu « oznacme
jako rovinu soumérnosti mnozZiny M.

Osova soumérnost

Toto zobrazeni uz mé tu vlastnost, Ze jej lze v prostoru skuteéné provést, a to otocenim
objektu o 180°. V prostoru je dana piimka p € FE3. Osova soumérnost podle osy p je
zobrazeni o, : B3 — F3 takové, Ze pro kazdé X € Ej3 plati:

1. Xop(X;J_p
2. |op(X)p| = [ Xp|

3. 0p(X) =X Xep

'Euklidovsky prostor E3 (resp. euklidovska rovina Es) je mnozZina bodd v prostoru (resp. v roving), u
kterych muzeme méfit thly a vzdalenosti a ve které se veskera geometrie odehrava.
2Samodruzné body jsou body, které se zobrazi samy na sebe.
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Zde je snad zfejma analogie definice jak s rovinovou soumérnosti, tak s osovou soumérnosti
v F5. Rozum v8ak veli divat se na toto zobrazeni jako na stfedovou soumérnost v Es, kterou
1ze podobné ziskat jako otoceni o 180°. Podobné samodruzné body jsou ty, které lezi na ose
p. Dale opét pokud pro mnozinu bodi M C Ej3 existuje pfimka p takova, ze o,(M) = M,
fikdme, Ze je mnozina M osové soumeérnd a piimku p nazveme osa soumérnosti mnoziny

M.

Stfedova soumérnost

Logicky jsme si pfifadili prostorovou rovinovou soumérnost k plosné osové a prostorovou
osovou v k plogné stfedové. Stiedova soumérnost v E3 je vSak novinka. V prostoru je dan
bod B € FEj. Stfedova soumérnost se stfedem B je zobrazeni sp : F3 — E3 takové, Ze pro
kazdé X € Es plati:

1. Be Xsp(X)
2. |sp(X)B| = | XB|
3. s5(X) =X X=08

Zde je samodruzny bod pouze stfed B. Pokud pro mnozinu bodi M C FEj3 existuje bod
B takovy, ze sp(M) = M, tikime, Ze je mnozina M stFedové soumérnd a bod B na-
zveme stiedem soumérnosti mnoziny M. Podobné jako rovinové soumérnosti ani stfedové
nedokizeme v redlném svété nijak docilit. Jeji obraz je totiz také preklopeny.

Rotace

V prostoru se rotace klasicky provadi kolem néjaké osy. Kdyby ndm totiz nékdo zadal
pouze bod a thel otoceni, nevédéli bychom si rady, kam predmét otocit. Mé&jme tedy
danou piimku p € F3 a uhel a € (—7, 7). Rotace kolem dané pfimky o dany uhel je pak
zobrazeni 1, o : B3 — FE3 takové, Ze pro kazdé X € Ej3 plati:

e oznaCme px rovinu kolmou k p a prochazejici bodem X

e ozna¢me Xy prisecik roviny px s pfimkou p

1. rpa(X) € px

2. |arpa(X)XoX| = a
3. |rpa(X)p| = | Xp|

Aby byla rotace funkei (kazdy bod mél pravé jeden obraz), je potieba zavést tzv. ,orientovany
thel“. Ten nam ve druhé podmince jednoduse fiké, Ze otaCet musime ,,v kladném sméru
pohybu®, tj. proti sméru hodinovych rucic¢ek. Zde se jiz nezavadi zadny pojem jako ,rota¢ni
soumdérnost” (objekt, ktery se v néjaké rotaci zobrazi sim na sebe), nebot zalezi na ihlu
. Mohli bychom ale uvazovat napiiklad objekty, které se nezméni v zadné rotaci kolem
néjaké piimky (napft. valec nebo koule) anebo takové, které se nezméni v rotaci o néjaky
thel (pravidelny trojboky hranol, atd.)
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Translace

Také oznaovano jako posunuti. V prostoru je dana orientované tusecka — AB, A, B € Es>.
Translace o ,,vektor“ — AB je zobrazeni t4p : F3 — E3 takové, Ze pro kazdé X € Fj
plati:

1. tap(X)X || AB

2. tap(X)XBA je konvexni rovnobé&znik
Je z¥ejmé, ze pokud bychom chtéli néjaky (neprazdny) objekt, ktery se pii néjaké (ne-
nulové) translaci nezméni, tj. M C Es;tap(M) = M, musel by byt neomezeny (nelze

jej ohrani¢it né&jakou krabici/krychli). S kazdym bodem X € M je totiz v mnoziné M i
tap(X),tap(X)?%, ..., th5(X),. .., pricem? jists plati, ze | Xt% 5(X)| = n|AB).

Podobné jako 1ze v roviné seskladat libovolné shodné zobrazeni vhodnou kombinaci oso-
vych soumérnosti, 1ze i v prostoru nahradit libovolné shodné zobrazeni hrstkou rovinovych.

® 0, =paopg kde alB,anB=p

® 5B = Pa0pP3opy, kde alB,aly,fLly,ScanpBny
® Tpo = P3O pa, kde aN B =p,|<gaf] =2

o tap =50 pa, kde a || 3, |af| = 225

Kromé téchto nékolika nadhernych zobrazeni existuji i dalsi, slozit&jsi zobrazovani v pro-
storu. MizZete se potkat napiifklad se stejnolehlosti z bodu, z pfimky, z roviny, kulovou
inverzi, valcovou inverzi, riznymi typy projekci do roviny, atd. O téch ale priste. . .

3Orientovanou usecku ziskdme vyznatenim jednoho krajniho bodu
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