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-

RACI%NALNI
[RACIONALNI CISLA

autor: Martin

Uvod

Protoze o racionalnich ¢islech jste toho jisté jiz mnoho slySeli ve skole, rozhodli jsme se
vam v této sérii ukazat spis nékolik zajimavosti. Mozna se dozvite véci, které jiz znate, ale
vlastné si nejste jisti, pro¢ funguji, mozna se dovite i néco tplné nového. Zatnéme ovsem
pékné od zacatku. Co to vibec takovi racionélni ¢isla jsou? Jednd se o mnozinu vSech
Cisel, ktera lze zapsat zlomkem. Formalné bychom fekli:

Definice. Mnozina racionalnich ¢isel Q je mnozina pravé takovych ¢isel ¢ € R, pro ktera
existuji ¢isla a € Z,b € N takovd, Ze plati ¢ = §. Pak ¢islo a nazyvame citatelem, zatimco
¢islo b jmenovatelem zlomku reprezentujiciho gq.

Vsimnéte si, Ze v definici fikdme, Ze b patii do N. Samoziejmé v8ichni dobre vite, Ze
zlomek muze mit i zdporny jmenovatel. Takovy zlomek ovSem muzZeme pievést do tvaru,
kde bude jmenovatel kladny rozsifeni zlomkem :—% Podminka b € N proto pfedevsim
zakazuje, aby byl jmenovatel nulovy.

KdyZ to nechci ve zlomku

Casto se oviem setkavame s raciondlnimi Cisly v jiném tvaru — v desitkové soustavé. Jiz
ze zakladni gkoly vite, Ze racionalni ¢isla lze zapsat v desitkové soustavé pomoci desetinné
carky a desetinného rozvoje za ni. Jak ovSem presné mohou racionalni ¢isla vypadat? Jedna
se pravé o ta Cisla, kterd maji konecny desetinny rozvoj, nebo se jejich desetinny rozvoj
periodicky opakuje. Ukazme si aspon jednu implikaci, tedy Ze kazdé racionalni ¢islo je v
dekadickém zapisu periodické. K dikazu ndm poslouzi stary znamy algoritmus pro déleni
ze zakladni skoly.

Dikaz. Necht ¢ € Q je libovolné racionélni ¢islo. Pak z definice racionéalniho &isla exis-
tuji ¢islaa € ZabeN takvové, ze ¢ = ¢. Nyni provedme standardni algoritmus déleni.
Mohou nastat dvé situace. Cislo a je délitelné ¢islem b a potom lze ¢ zapsat bez desetin-
ného rozvoje. V opatném piipadé pokracujeme v déleni. Pokud pii algoritmu piekroc¢ime
desetinnou ¢arku, sledujeme zbytky, které postupné pii déleni ziskdvame. Kazdy zbytek
po déleni ¢islem b nuté lezi v intervalu [0,b — 1], a je jich proto jen kone¢ny pocet. Podle
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Dirichletova principu proto po nejvyse b 4+ 1 krocich nastane situace, kdy néktery zbytek
r ziskdme podruhé. Je zfejmé, Ze od tohoto okamziku se bude algoritmus déleni opakovat
a perioda desetinného zapisu je proto rovna c¢islicim, které jsme dostali mezi prvnim a
druhym vyskytem ¢isla r. Kazdé racionalni ¢islo ma proto v desetinném zapise periodu (ta
ov§em muze byt i nulova).

Vtip. Vite jaky je rozdil mezi trpaslikem a realnym ¢&islem?
— Reélné cislo s periodou je raciondlni.
(Z divodu korektnosti jsme v tomto vtipu provedli substituci [Zena := trpaslik]).

Blazniva cCisla

Kromeé racionélnich ¢&isel se v matematice miizeme bavit o takzvanych ¢islech iracionélnich.
Jedna se o vSechna redlnéa ¢isla, ktera nejsou racionalni. Tato ¢isla proto nelze zapsat jako
podil dvou celych ¢&isel a zaroven je jejich desetinny rozvoj nekonecny a neperiodicky.
Piikladem takovych ¢&isel jsou napiiklad &sla 7, e nebo v/2. Ukazme si netradi¢ni dikaz
tvrzeni, ze ¢islo V2 je skutecné iracionalni.
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A

Dikaz. Jak jsme se naudili v minulé sérii, diikaz povedeme sporem. Predpokladejme tedy,
7e existuji ¢isla a, b € N takova, ze v/2 = 7 a zaroven jsou nejmensi s touto vlastnosti. Pak
plati:

\@:g /2

2
2b% = a2
b2 4+ b? = o?

7 geometrické interpretace je patrné, Ze pokud maé platit rovnost b? + b> = a? musi se

rovnat obsahy ¢tverce, ktery vznikl jako prunik ¢tverci s hranou b a ¢tverct, které jsou
rozdilem ¢tverce s hranou a a ¢tverct s hranou b. Zaroven délky hran téchto ¢tverci jsou
pofadé c =2b—a a d=a—b, coz jsou jisté cela ¢isla. Nasli jsme tak Cisla ¢, d, ktera jsou
mensi nez &isla a, b a plati pro né 2d? = ¢2, coz je spor.

Prestoze iracionalnich ¢isel je mnohem vic nez ¢isel racionédlnich, vétsinu z nich nejsme
schopni vzhledem k jejich podstaté rozumné popsat (mozna to mé néco spoleéného s tim,
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Ze je jejich desetinny zéapis nekone¢ny). To ndm ovSem nebréani se o nékterych z nich bavit
aniz bychom védéli, jak vypadaji. Obcas dokonce ani z jistotou nevime, jestli dané ¢&islo
iracionalni je, nebo neni. Dovolte nam se s vami rozloudit poslednim, doufame zajimavym
ditkazem. UkaZme si, Ze existuji racionalni ¢isla a,b € R ~ Q takova, ze a® € Q.

) 2 2 . :
Dikaz. Uvazujme ¢éisla p = \/5\[ aq= (\ﬁ\[)‘/5 V piipadé, Ze p je racionalni ¢islo
zvolime a = b = /2. Takto zvolena a, b jsou piesné hledana iracionalni ¢isla. V pfipadé, ze

p je iracionalni oviem plati ¢ = (\/5 )\/i =2 = /2" = 2. Pokud p je iracionalni, je
¢islo ¢ racionalni a zaroven lze zapsat jakou iracionalni ¢islo umocnéné na jiné iracionéalni

2 : ) (2
¢islo. V tomto piipadé zvolime a = \/5\[ a b= /2. Tim je tvrzeni dokazéano.
V&imnéte si, Ze jsme v dikazu skutecné nasli hledanou dvojici ¢isel a, b, i kdyZ nejsme
. . v . p . R 2 RN L VN .
ani v nejmensim schopni dokazat, jestli ¢islo \/ﬁf skute¢né iracionélni je ¢i neni.
Zaveér
Doufame, Ze jste si v textu nasli néco nového, naucili se novy diikaz nebo si odnesli hod-

notnou myslenku. Dékujeme, Ze jste se v procitani textu dostali az sem a prejeme hodné
Stésti pri feSeni dalsi série.
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