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Důkazy

Vojtěch Suchánek, Matouš Trnka

Miĺı řešitelé,
v tomto pov́ıdáńı si rozebereme základńı d̊ukazové metody: d̊ukaz př́ımý,

d̊ukaz nepř́ımý, d̊ukaz sporem a matematickou indukci. Jsou nezbytnou
součást́ı matematikovy výbavy a je nutné, abyste o nich měli přehled. Kdo
nev́ı, ten se dozv́ı. Ti z vás, kteř́ı je už znaj́ı, źıskaj́ı jistotu v jejich použ́ıváńı.
Pust’me se do toho!

Př́ımý d̊ukaz

Tento typ d̊ukazu je nám asi nejpřirozeněǰśı. Jak už název napov́ıdá, pos-
tupujeme př́ımo. Tvrzeńı dokážeme pomoćı na sebe navazuj́ıćıch logických
postup̊u, definic, vět a daľśıch nástroj̊u.
Často potřebujeme dokázat nějakou implikaci, neboli výrok tvaru

”
Pokud

plat́ı A, pak plat́ı B”(znač́ıme A ⇒ B). Na začátku předpokládáme prav-
divost výroku A, řetězcem implikaćı pak dojdeme k výroku B (A ⇒ A2 ⇒
· · · ⇒ B). Ukažme si na př́ıkladu.

Pro celá č́ısla n dokažte, že pokud je n liché, pak je i n2 liché.
Zač́ınáme tedy z úvodńıho předpokladu, že n je liché. To je náš startovńı

výrok A. Pokračujeme dále: n se určitě dá vyjádřit ve tvaru n = 2k+1, k ∈ Z.
Dosad́ıme do n2:

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

A n2 je tedy také liché. To je náš konečný výrok B.
Někteř́ı z vás by sṕı̌se dokazovali výrok ”pokud je n2 sudé, pak je n sudé”.
Vskutku je tato implikace ekvivalentńı s p̊uvodńı implikaćı. Ukažme si, proč
tomu tak je.

Nepř́ımý d̊ukaz

Nepř́ımý d̊ukaz se použ́ıvá vcelku v hojném počtu, dokonce aniž by si autor
uvědomoval, že jde o něj. Častokrát totiž splývá s d̊ukazem sporem anebo
s jiným pohledem na věc.

Nepř́ımý d̊ukaz je založen na faktu, že následuj́ıćı výroky jsou ekviva-
lentńı (¬A je negace výroku A):
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A⇒ B -
”

Pokud plat́ı A, pak plat́ı B.”
¬B ⇒ ¬A -

”
Pokud neplat́ı B, pak neplat́ı A.”

Ne každému je asi úplně jasné, že tyto výroky jsou opravdu rovnocenné.
Představme si následuj́ıćı situaci s Ňoumou a Koumou.
Ňouma se stal přes noc celebritou a z celého světa mu fanoušci a odp̊urci
pośılaj́ı dopisy. Ty př́ıznivé si Ňouma nechává, zat́ımco ty ošklivé háže do
koše. I z Hloupět́ına mu přǐsly dopisy a Kouma má hypotézu, že všechny
dopisy od hloupět́ınských jsou př́ıznivé. Může na to j́ıt př́ımo, proj́ıt všechny
dopisy s adresou z Hloupět́ına. Dokazoval by tedy implikaci

”
Pokud přǐsel

dopis z Hloupět́ına, pak je př́ıznivý”. Nebo na to může j́ıt nepř́ımo. Stač́ı
mu proj́ıt Ňoumův koš a kouknout se, jestli jsou opravdu všechny odjinud
než z Hloupět́ına. Dokazoval by tedy implikaci

”
Pokud je dopis nepř́ıznivý,

pak neńı z Hloupět́ına”. Opět si ukažme na př́ıkladu:
Mějme prvoč́ıslo p. Dokažte, že pokud je p3+4 č́ıslo složené, pak je i č́ıslo

p2 + 8 složené.
Co s t́ım. Tady se úplně nab́ıźı nepř́ımý d̊ukaz. Pojd’me radši dokazo-

vat implikaci
”
Pokud je p2 + 8 prvoč́ıslo, pak je i p3 + 4 prvoč́ıslo”. To

vypadá hned lépe. Plat́ı totiž 3 | p(p − 1)(p + 1). Pro p r̊uzné od tř́ı nav́ıc
3 | (p − 1)(p + 1) = p2 − 1. Nutně i 3 | p2 + 8. No ale pokud je p2 + 8
prvoč́ıslo, pak p2 + 8 = 3, což zjevně nejde. Zbývá proto p = 3, potom
p3 + 4 = 27 + 4 = 31 je opravdu prvoč́ıslo. Jsme hotovi.
Nepř́ımý d̊ukaz je tedy opravdu silná zbraň, na kterou neńı radno zapomı́nat.
Někteř́ı z vás by se opět vydali jinou cestou, použili d̊ukaz sporem. Ale co
to je?

Důkaz sporem

Občas se nám nějaké tvrzeńı nedař́ı dokázat. Skoro to vypadá, že to tvrzeńı
neplat́ı. I touto cestou se lze vydat! Předpokládáme-li, že dokazované tvrzeńı
neplat́ı a dojdeme postupně ke zřejmě nepravdivému tvrzeńı - sporu, pak
použ́ıváme d̊ukaz sporem.
Řekněme, že chceme dokázat implikaci A ⇒ B sporem. Měli bychom tedy
předpokládat, že neplat́ı. Co je opak implikace? Obecně plat́ı, že negace
implikace

”
Pokud plat́ı A, pak plat́ı B.” je výrok

”
Plat́ı A a neplat́ı B.”

(formálně znač́ıme A∧¬B). V d̊ukazu bychom proto předpokládali, že plat́ı
zároveň A a ¬B. T́ım se ocitneme v novém světě lž́ı a nepravd, nám stač́ı jen
nějakou tu nepravdu naj́ıt a prohlásit

”
Spor!”. Ujasńıme si to na př́ıkladu.

Pokud a je racionálńı č́ıslo a b iracionálńı, pak je i a+b iracionálńı č́ıslo.
Dokazujme tedy sporem. Uvažujme negaci zadané implikace, tj. a je

racionálńı, b je iracionálńı a a + b je racionálńı. Jestliže jsou a a a + b
racionálńı, pak jdou vyjádřit ve formě zlomku. Existuj́ı proto celá p, x a přirozená
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q, y, že

a =
p

q
a + b =

x

y
.

Vı́me, že b si vyjádřit jako zlomek nemůžeme, protože je iracionálńı. Ale co
to?

b =
x

y
− p

q
=

xq − yp

qy

To je nějaký nesmysl, b nemůže být zároveň iracionálńı a racionálńı. To je
spor.

Matematická indukce

Tato metoda se použ́ıvá zpravidla v př́ıpadech, kdy potřebujeme dokázat, že
nějaké tvrzeńı T (n) plat́ı pro nekonečně mnoho hodnot n, většinou přirozených.
Bylo by celkem nešikovné dosazovat nekonečně mnoho č́ısel, proto použ́ıváme
matematickou indukci. Myšlenka je, že pokud dokážeme udělat prvńı krok
a pokud dokážeme po libovolném kroku udělat jeden nav́ıc, pak dokážeme
udělat libovolný počet krok̊u.
Recept na matematickou indukci je:
1. Dokaž, že výrok T (n) plat́ı pro nějaké nejmenš́ı n1 (často n1 = 1).
2. Dokaž implikaci T (n)⇒ T (n + 1).
Proč to funguje? Tvrzeńı plat́ı pro n1, pak ale d́ıky druhému bodu plat́ı i pro
n1 + 1, poté i pro n1 + 2 atd. Jako domino se to rozjede a d̊ukaz nám plat́ı
pro nekonečně mnoho n. Nutno podotknout, že můžeme indukci použ́ıvat
jen pro hodnoty n přirozené (př́ıpadně celé a zdola omezené). Rozhodně to
nefunguje obecně pro reálná n.
Zkusme si matematickou indukci na př́ıkladu:

Mějme n ∈ N př́ımek v rovině. Dokaž, že tyto př́ımky děĺı rovinu na
nejvýše 1

2n(n + 1) + 1 oblast́ı.
Postupujme podle návodu. Dokažme tvrzeńı pro nejmenš́ı n = 1. Jedna

př́ımka děĺı rovinu na dvě poloroviny a opravdu 1
2 · 1 · (1 + 1) + 1 = 2.

V druhém kroku dokazujeme implikaci
”
Pokud n př́ımek děĺı rovinu na

nejvýše 1
2n(n + 1) + 1 oblast́ı, pak n + 1 př́ımek děĺı rovinu na nejvýše

1
2(n + 1)(n + 2) + 1 oblast́ı.”
To už neńı tak těžké dokázat. Je jasné, že každá konfigurace n + 1 př́ımek
v rovině vznikne z nějaké konfigurace n př́ımek přidáńım jedné daľśı. Mějme
n př́ımek, maximálně 1

2n(n + 1) + 1 oblast́ı a přidejme daľśı př́ımku. Tuto
novou př́ımku rozděĺı p̊uvodńıch n př́ımek nejvýše na n+1 část́ı. Každá tato
část bude rozdělovat nějakou oblast na dvě. Přibyde nám tedy maximálně
n + 1 oblast́ı:

1

2
n(n + 1) + 1 + n + 1 =

1

2
n(n + 1) +

1

2
2(n + 1) + 1 =

1

2
(n + 1)(n + 2) + 1
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Jsme hotovi.

Ještě si řekneme pár slov o úplné matematické indukci. Je na ńı velmi
podobný recept:
1. Dokaž, že výrok T (n) plat́ı pro nějaké nejmenš́ı n1 (často n1 = 1).
2. Dokaž implikaci

”
Pokud plat́ı T (k) pro všechna k ∈ {n1, n1 + 1, ..., n},

pak plat́ı T (n + 1).
Druhý bod nám ř́ıká: Předpokládej, že všechna tvrzeńı T (n1), T (n1+1), T (n1+
2), ..., T (n) plat́ı a dokaž, že i T (n + 1) plat́ı. Je to taková silněǰśı indukce
(v angličtině

”
strong mathematical induction”). V klasické indukci totiž

předpokládáme platnost jen tvrzeńı T (n). Jako cvičeńı si pomoćı úplné
matematické indukce dokažte, že každé přirozené č́ıslo větš́ı než jedna lze
jednoznačně (až na pořad́ı) rozložit na součin prvoč́ısel (Základńı věta arit-
metiky).

Na závěr se pod́ıvejme na konkrétněǰśı př́ıklady problémů, které je potřeba
dokázat a jak to udělat.

Důkaz evivalence

Jsou-li dva výroky ekvivalentńı, tak z platnosti jednoho vyplývá platnost
druhého a naopak. Proto, dokazujeme-li nějakou ekvivalenci, je potřeba
dokázat dvě implikace (opačnými směry). Dokažme si jako ukázku následuj́ıćı
tvrzeńı:

Nejmenš́ı společný násobek dvou přirozených č́ısel a, b je jejich součin
a · b právě tehdy, když jejich nejvěťśı společný dělitel je 1.

”
⇒“:

Nejprve dokážeme implikaci zleva (tj.: nsn(a, b) = a · b⇒NSD(a, b) = 1).
Uvažme č́ıslo d takové, že a i b jsou č́ıslem d dělitelná. To znamená, že

existuj́ı vhodná a′, b′ taková, že plat́ı: a = a′ · d, b = b′ · d. Nyńı použijme
předpoklad, že nsn(a, b) = a ·b = a′ ·d ·b′ ·d. Všechny společné násobky jsou
bud’ větš́ı, nebo rovny, zejména společný násobek a′ ·d · b′. Ten je společným
násobkem, nebot’ je dělitelný jak a (a′ ·d · b′ = a · b′), tak b (a′ ·d · b′ = a′ · b).
Z toho plyne:

a′ · d · b′ · d ≤ a′ · d · b′

d ≤ 1

Zjistili jsme, že každý společný dělitel je menš́ı nebo roven 1. To znamená,
že 1 je největš́ı společný dělitel.

”
⇐“:

Nyńı je třeba dokázat implikaci zprava (tj.: NSD(a, b) = 1⇒nsn(a, b) =
a · b).
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Uvažme nějakého společného dělitele c č́ısel a, b, menš́ıho nebo rovného
a · b a označme ho a·b

d pro nějaké d. Protože je dělitelný a, p̊užeme ho zapsat

jako součin c = a · bd . Z podobného d̊uvodu také jako a
d · b. Zlomky a

d ,
b
d muśı

být celá č́ısla, tud́ıž d děĺı jak a, tak i b. Je tedy jejich společný dělitel. My
ale předpokládáme, že největš́ı společný dělitel je 1. Tedy d = 1 a c = a · b.

Dokázali jsme tedy oba dva směry a už se můžeme chlubit onou ekviva-
lenćı.

Důkaz rovnosti dvou množin

Důkaz rovnosti dvou množin lehce souviśı s předchoźım d̊ukazem ekviva-
lence. Opět je potřeba dokázat dva směry, a to dvě inkluze (tj. jedna množina
je podmnožinou druhé a druhá prvńı) znač́ı se ⊆,⊇ (vodorovná čára zp̊uso-
buje, že připoušt́ıme i rovnost množin, podobně jako u < a ≤). Z těchto
dvou inkluźı jsme totiž schopni vyvodit, že množiny už muśı být totožné.

Na ukázku dokažme, že množina všech součt̊u nezáporných celých čásel
S = {a + b; a, b ∈ N0} a množina všech součin̊u nezáporných celých č́ısel
T = {a · b; a, b ∈ N0} jsou si rovny.

”
⊆“

Každý součet nezáporných celých č́ısel lze vyjádřit jako nějaký součin
dvou nezáporných celých č́ısel. Konkrétně takto: a + b = (a + b) · 1. Takže
všechny prvky S lež́ı i v T a plat́ı tedy S ⊆ T .

”
⊇“

Každý součin nezáporných celých č́ısel lze zapsat jako nějaký součet dvou
nezáporných celých č́ısel, a to: a · b = (a · b) + 0. Čili každý prvek z T lež́ı
i v S, t́ım pádem S ⊇ T .

Důkaz extrému

Již v prvńı sérii jste se mohli potkat s úlohou typu:
”
Najděte nejmenš́ı (resp.

největš́ı) n takové, že plat́ı. . .“ I zde je potřeba dokázat dvě podtvrzeńı.
Máme-li kandidáta na n, muśıme ukázat zaprvé, že pro žádné menš́ı n
tvrzeńı neplat́ı, a zadruhé, že pro námi zvolené n plat́ı. Nyńı se odkažme
na následuj́ıćı př́ıklad:

Najděte nejmenš́ı přirozené č́ıslo, které má alespoň pět r̊uzných dělitel̊u.
Můžeme prozradit už na začátku, že je to dvanáct. Ted’ však přijde řada

na ony části d̊ukazu. Nejprve ukážeme, že č́ıslo n = 12 opravdu splňuje
podmı́nky (tj. má alespoň pět dělitel̊u: 1, 2, 3, 4, 6, 12). Poté je potřeba
dokázat, že podmı́nka neńı splněna splněna pro žádné menš́ı n. 1 má jen
jednoho dělitele, 2, 3, 5, 7, 11 jsou prvoč́ısla, tak maj́ı jen dva dělitele, 4, 9
má tři, 6, 8, 10 čtyři.

Hodně štěst́ı při řešeńı úloh!
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