Pomocny text ke 2. sérii

Dikazy

Vojtéch Suchdnek, Matous Trnka

Mili tesitelé,

v tomto povidédni si rozebereme zakladni dukazové metody: dikaz pfimy,
dukaz nepiimy, dukaz sporem a matematickou indukci. Jsou nezbytnou
soucasti matematikovy vybavy a je nutné, abyste o nich méli piehled. Kdo
nevi, ten se dozvi. Ti z vas, kteri je uz znaji, ziskaji jistotu v jejich pouzivani.
Pustme se do toho!

Piimy dtkaz
Tento typ dukazu je ndm asi nejpfirozenéjsi. Jak uz nazev napovidd, pos-
tupujeme pifmo. Tvrzeni dokdzeme pomoci na sebe navazujicich logickych
postupu, definic, vét a dalsich nastroju.
Casto potfebujeme dokézat né&jakou implikaci, neboli vyrok tvaru ,,Pokud
plati A, pak plati B”(zna¢ime A = B). Na zacatku predpokldaddme prav-
divost vyroku A, fetézcem implikaci pak dojdeme k vyroku B (A = Ay =
.-+ = B). Ukazme si na piikladu.
Pro celd ¢isla n dokazte, Ze pokud je n liché, pak je i n? liché.
Zaginame tedy z ivodniho pfedpokladu, ze n je liché. To je néas startovni
vyrok A. Pokracujeme dale: n se ur¢ité dé vyjadiit ve tvarun = 2k+1, k € Z.
Dosadime do n?:

n? = (2k +1)* = 4k* + 4k +1 = 2(2k* 4+ 2k) + 1

A n? je tedy také liché. To je nas koneény vyrok B.

Nékteif z vés by spise dokazovali vyrok ”pokud je n? sudé, pak je n sudé”.
Vskutku je tato implikace ekvivalentni s puvodni implikaci. Ukazme si, pro¢
tomu tak je.

Nepiimy dukaz
Nepiimy dukaz se pouziva veelku v hojném poctu, dokonce aniz by si autor
uvédomoval, ze jde o né&j. Castokrat totiz splyva s ditkazem sporem anebo
s jinym pohledem na véc.

Nepiimy dukaz je zalozen na faktu, ze nésledujici vyroky jsou ekviva-
lentni (—A je negace vyroku A):



A = B - ,Pokud plati A, pak plati B.”

-B = —A - ,Pokud neplati B, pak neplati A.”

Ne kazdému je asi uplné jasné, ze tyto vyroky jsou opravdu rovnocenné.

Predstavme si nasledujici situaci s Noumou a Koumou.
Nouma se stal pfes noc celebritou a z celého svéta mu fanousci a odpirci
posilaji dopisy. Ty pfiznivé si Nouma nechavd, zatimco ty osklivé haze do
kose. I z Hloupétina mu pfisly dopisy a Kouma ma hypotézu, ze vSechny
dopisy od hloupétinskych jsou pfiznivé. Muze na to jit piimo, projit vSechny
dopisy s adresou z Hloupétina. Dokazoval by tedy implikaci ,,Pokud ptisel
dopis z Hloupétina, pak je priznivy”. Nebo na to muze jit nepiimo. Staci
mu projit Noumuv kos a kouknout se, jestli jsou opravdu vsechny odjinud
nez z Hloupétina. Dokazoval by tedy implikaci ,,Pokud je dopis nepfiznivy,
pak neni z Hloupétina”. Opét si ukazme na piikladu:

M¢éjme prvocislo p. Dokazte, Ze pokud je p*+4 éislo slozené, pak je i éislo
p? + 8 slozené.

Co s tim. Tady se tiplné nabizi neptimy dukaz. Pojdme radsi dokazo-
vat implikaci ,Pokud je p? + 8 prvoéislo, pak je i p® + 4 prvocislo”. To
vypadd hned lépe. Plati totiz 3 | p(p — 1)(p + 1). Pro p ruzné od ti{ navic
3] (p—1(p+1) = p*>—1. Nutné i 3 | p?> + 8. No ale pokud je p? + 8
prvoéislo, pak p?> + 8 = 3, coz zjevné nejde. Zbyva proto p = 3, potom
p3 4+ 4 = 27 4+ 4 = 31 je opravdu prvoéislo. Jsme hotovi.

Nepiimy diukaz je tedy opravdu silné zbran, na kterou neni radno zapominat.
Nékteii z vas by se opét vydali jinou cestou, pouzili dukaz sporem. Ale co
to je?

Dukaz sporem

Obcas se nam néjaké tvrzeni nedaii dokdzat. Skoro to vypada, ze to tvrzeni
neplati. I touto cestou se lze vydat! Predpoklddéame-li, Ze dokazované tvrzeni
neplati a dojdeme postupné ke ziejmé nepravdivému tvrzeni - sporu, pak
pouzivame dukaz sporem.
Reknéme, 7e chceme dokézat implikaci A = B sporem. Méli bychom tedy
predpokladat, ze neplati. Co je opak implikace? Obecné plati, Ze negace
implikace ,Pokud plati A, pak plati B.” je vyrok ,Plati A a neplati B.”
(formélné zna¢ime A A—B). V dukazu bychom proto predpoklddali, ze plati
zéroven A a —B. Tim se ocitneme v novém svété 1zi a nepravd, ndm staci jen
néjakou tu nepravdu najit a prohlasit ,,Spor!”. Ujasnime si to na piikladu.
Pokud a je raciondlni ¢islo a b iraciondlni, pak je i a+b iraciondlni éislo.
Dokazujme tedy sporem. Uvazujme negaci zadané implikace, tj. a je
raciondlni, b je iraciondlni a a + b je racionalni. Jestlize jsou a a a + b
raciondlni, pak jdou vyjadrit ve formeé zlomku. Existuji proto cela p, x a pfirozena



q,Y, ze

Vime, Ze b si vyjadfit jako zlomek nemuzeme, protoze je iracionalni. Ale co

to?
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q

Yy ay
To je néjaky nesmysl, b nemuze byt zaroven iracionalni a racionédlni. To je
Spor.

Matematicka indukce

Tato metoda se pouziva zpravidla v pripadech, kdy potfebujeme dokazat, ze
néjaké tvrzeni T'(n) plati pro nekoneéné mnoho hodnot n, vétsinou pfirozenych.
Bylo by celkem nesikovné dosazovat nekonec¢né mnoho ¢isel, proto pouzivame
matematickou indukci. Myslenka je, ze pokud dokazeme udélat prvni krok
a pokud dokazeme po libovolném kroku udélat jeden navic, pak dokdzeme
udélat libovolny pocet kroku.
Recept na matematickou indukeci je:
1. Dokaz, ze vyrok T'(n) plati pro néjaké nejmensi ny (¢asto ny = 1).
2. Dokaz implikaci T'(n) = T'(n + 1).
Proc¢ to funguje? Tvrzeni plati pro nq, pak ale diky druhému bodu plati i pro
n1 + 1, poté i pro ny + 2 atd. Jako domino se to rozjede a dikaz nam plati
pro nekonetné mnoho n. Nutno podotknout, ze muzeme indukci pouzivat
jen pro hodnoty n pfirozené (piipadné celé a zdola omezené). Rozhodné to
nefunguje obecné pro realna n.
Zkusme si matematickou indukei na piikladu:
Méjme n € N primek v roviné. Dokaz, Ze tyto primky déli rovinu na

nejugse sn(n+ 1) + 1 oblast.

Postupujme podle ndvodu. Dokazme tvrzeni pro nejmensi n = 1. Jedna
ptfimka déli rovinu na dvé poloroviny a opravdu % 11+ +1=2.
V druhém kroku dokazujeme implikaci ,Pokud n piimek déli rovinu na
nejvyse %n(n + 1) + 1 oblasti, pak n + 1 piimek déli rovinu na nejvyse
3(n+1)(n+2) + 1 oblasti.”
To uz neni tak tézké dokazat. Je jasné, ze kazdd konfigurace n 4+ 1 pfimek
v roviné vznikne z néjaké konfigurace n primek pridanim jedné dalsi. Mé&jme
n piimek, maximalné %n(n + 1) 4+ 1 oblasti a pridejme dalsi pfimku. Tuto
novou piimku rozdéli puvodnich n pfimek nejvyse na n+1 ¢dsti. Kazda tato
Cast bude rozdélovat néjakou oblast na dvé. Piibyde ndm tedy maximalné
n + 1 oblasti:

1 1 1 1
5n(n+1)+1+n+1:5n(n+1)+§2(n+1)+1:§(n+1)(n+2)+1



Jsme hotovi.

Jesté si fekneme par slov o tplné matematické indukci. Je na ni velmi
podobny recept:
1. Dokaz, ze vyrok T'(n) plati pro néjaké nejmensi n; (Casto n; = 1).
2. Dokaz implikaci ,,Pokud plati T'(k) pro vSechna k € {ni,n; + 1,...,n},
pak plati T'(n + 1).
Druhy bod ndm fika: Pfedpoklddej, ze vsechna tvrzeni T'(ny), T'(n1+1), T'(n1+
2),...,T(n) plati a dokaz, ze i T'(n + 1) plati. Je to takova silnéjsi indukce
(v angli¢tiné ,strong mathematical induction”). V klasické indukci totiz
predpokldddme platnost jen tvrzeni T'(n). Jako cviceni si pomoci tplné
matematické indukce dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo vétsi nez jedna lze
jednoznaé¢né (az na poradi) rozlozit na soucin prvocisel (Zakladni véta arit-
metiky).

Na zavér se podivejme na konkrétnéjsi priklady problémi, které je potieba
dokazat a jak to udélat.

Dukaz evivalence

Jsou-li dva vyroky ekvivalentni, tak z platnosti jednoho vyplyva platnost
druhého a naopak. Proto, dokazujeme-li néjakou ekvivalenci, je potieba
dokézat dveé implikace (opa¢nymi sméry). Dokazme si jako ukdzku nésledujict
tvrzent:

Nejmensi spolecny ndsobek dvou prirozengch éisel a,b je jejich soucin
a - b pravé tehdy, kdyz jejich nejuétsi spolecny delitel je 1.

="

Nejprve dokdzeme implikaci zleva (tj.: nsn(a,b) = a-b =NSD(a,b) = 1).

Uvazme ¢islo d takové, ze a i b jsou ¢islem d délitelna. To znamend, ze
existuji vhodna o',V takové, Ze plati: a = a’ - d, b = V' - d. Nyni pouzijme
predpoklad, ze nsn(a,b) = a -b=a’-d-b'-d. Vsechny spoleéné nésobky jsou
bud’ vétsi, nebo rovny, zejména spoleény nasobek a’-d-'. Ten je spoleénym
nasobkem, nebot je délitelny jak a (a'-d-b' =a -b'), tak b (a’-d-V = a’-b).
7 toho plyne:

a-d-b-d<d-d-b

d<1

Zjistili jsme, ze kazdy spoleény délitel je mensi nebo roven 1. To znamena,
ze 1 je nejvétsi spoleény délitel.
<=“
Nyni je tfeba dokazat implikaci zprava (tj.: NSD(a,b) = 1 =nsn(a,b) =
a-b).



Uvazme néjakého spolecného délitele ¢ ¢isel a, b, menstho nebo rovného
a-b a oznatme ho %b pro néjaké d. Protoze je délitelny a, puzeme ho zapsat
jako soucin ¢ = a- %. Z podobného duvodu také jako § -b. Zlomky 7, g musi
byt cela ¢isla, tudiz d déli jak a, tak i b. Je tedy jejich spoleény délitel. My
ale predpokladame, ze nejvétsi spoleény délitel je 1. Tedy d=1ac=a -b.

Dokazali jsme tedy oba dva sméry a uz se muzeme chlubit onou ekviva-
lenci.

Dukaz rovnosti dvou mnozin

Dukaz rovnosti dvou mnozin lehce souvisi s predchozim dukazem ekviva-
lence. Opét je potfeba dokdzat dva sméry, a to dvé inkluze (tj. jedna mnozina
je podmnozinou druhé a druhé prvni) znaéi se C, D (vodorovnd ¢éra zpuso-
buje, ze pripoustime i rovnost mnozin, podobné jako u < a <). Z téchto
dvou inkluzi jsme totiz schopni vyvodit, ze mnoziny uz musi byt totozné.

Na ukdzku dokaZme, Ze mnoZina vech souctu nezdapornich celjch cdsel
S = {a+bja,b € Ng} a mnoZina vsech soucini nezdpornijch celjch cisel
T ={a-b;a,b e Ny} jsou si rovny.

»CH

Kazdy soucet nezdapornych celych cisel lze vyjadrit jako néjaky soucin
dvou nezdpornych celych ¢isel. Konkrétné takto: a +b = (a + b) - 1. Takze
vSechny prvky S'leziiv T a plati tedy S C T

»2“

Kazdy soucin nezédpornych celych ¢isel 1ze zapsat jako néjaky soucet dvou
nezapornych celych &fsel, a to: a-b = (a-b) 4 0. Cili kazdy prvek z T lezi
iv S, tim pddem S D T.

Dukaz extrému

Jiz v prvni sérii jste se mohli potkat s ilohou typu: ,Najdéte nejmensi (resp.
nejvetsi) n takové, ze plati...“ I zde je potieba dokazat dvé podtvrzeni.
Méme-li kandiddta na n, musime ukézat zaprvé, ze pro zadné mensi n
tvrzeni neplati, a zadruhé, ze pro nadmi zvolené n plati. Nyni se odkazme
na nasledujici priklad:

Najdéte nejmensi prirozené cislo, které md alespon pét ruznyjch déliteld.

Miuzeme prozradit uz na zacatku, ze je to dvanact. Ted vSak piijde fada
na ony c¢asti dukazu. Nejprve ukdzeme, ze ¢islo n = 12 opravdu spliuje
podminky (tj. ma alespon pét délitelu: 1, 2, 3, 4, 6, 12). Poté je potieba
dokéazat, ze podminka neni splnéna splnéna pro zadné mensi n. 1 ma jen
jednoho délitele, 2, 3, 5, 7, 11 jsou prvocisla, tak maji jen dva délitele, 4, 9
ma t¥i, 6, 8, 10 Ctyfi.

Hodné stésti pii feSeni tiloh!



