
XXIV. ro£ník BRKOS 2017/2018
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Diofantické rovnice

autor: Minh

Milí °e²itelé,

tématem poslední série leto²ního ro£níku jsou rovnice s celo£íselným °e²ením. Jiº ve t°etím
století na²eho letopo£tu se jimi zabýval °ecký matematik Diofantos, údajn¥ si jednu takovou
rovnici nechal vytesat na náhrobek. Na jeho po£est se rovnicím °e²eným v oboru celých
£ísel °íká diofantické. Diofantické rovnice mají i praktické vyuºití, vºdy´ v kaºdodenním
ºivot¥ £asto po£ítáme s p°irozenými nebo celými £ísly.

Bohuºel neexistuje ºádný obecný postup °e²ení diofantických rovnic, a proto si musíme
pomoci dobrými nápady a ²ikovnými triky. V tomto textu najdete p°ehled základních
metod jak si s t¥mito rovnicemi poradit.

Základní my²lenky

Kaºdé celé £íslo je zárove¬ £íslem reálným, a proto je mnoºina °e²ení rovnice v Z pod-
mnoºinou °e²ení téºe rovnice v R. P°i hledání °e²ení rovnice vyuºíváme vlastností celých
£ísel. Jsou to nap°íklad: d¥litelnost; to, ºe v omezeném intervalu leºí vºdy kone£n¥ mnoho
celých £ísel; jednozna£ný rozklad p°irozených £ísel na prvo£initele; to, ºe kaºdá neprázdná
mnoºina p°irozených £ísel má nejmen²í prvek.

D¥litelnost

Jestliºe se výrazy na obou stranách rovnice mají rovnat, musí také dávat stejné zbytky
po d¥lení kaºdým p°irozeným £íslem.

P°íklad 1.1 �e²te v celých £íslech rovnici x2 − x = 101.

�e²ení Pravá strana je lichá, levou stranu lze v²ak rozloºit na x(x − 1), coº je sou£in
dvou po sob¥ jdoucích £ísel, a tedy sudé £íslo. Rovnice proto nemá ºádné celo£íselné °e²ení

P°íklad 1.2 �e²te v celých £íslech rovnici x2 = 1025.

�e²ení Pravá strana dává po d¥lení 3 zbytek 2. Tedy 3 - x, jinak by levá strana dávala po
d¥lení 3 zbytek 0. Pak x = 3k±1, k ∈ Z a x2 = 9k2±6k+1, tedy levá strana nikdy nebude
mít stejný zbytek po d¥lení 3 jako pravá strana. Rovnice proto nemá ºádné celo£íselné
°e²ení.
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D¥litelnosti lze v n¥kterých p°ípadech vyuºít nejen k d·kazu neexistence °e²ení, ale také
ke skute£nému nalezení tvaru v²ech £ísel, která rovnici spl¬ují. Ukaºme si druh rovnic,
které m·ºeme d¥litelností °e²it vºdy.

Lineární diofantické rovnice

Jsou to rovnice tvaru a1x1+a2x2+...+anxn = b, kde koe�cienty na levé stran¥ jsou nenulová
celá £ísla. Nejv¥t²í spole£ný d¥litel koe�cient· na levé stran¥ si ozna£íme d. Levá strana je
d¥litelná d, a proto i b by m¥lo být d¥litelné d, v opa£ném p°ípad¥ nemá rovnice °e²ení.
Ob¥ strany rovnice m·ºeme proto vyd¥lit d a získáme rovnici a′1x1+ a′2x2+ ...+ a′nxn = b,
ve které jsou koe�cienty na levé stran¥ nesoud¥lné. Ukaºme si, jak lze takovou rovnici °e²it.

P°íklad 1.3 �e²te v celých £íslech 5x+ 7y = 8.

�e²ení Pravá strana dává po d¥lení 5 zbytek 3. Levá strana má po d¥lení 5 zbytek
stejný jako výraz 2y. Vyzkou²íme y p°es v²echny zbytky po d¥lení 5: y = 5t+ q, t ∈ Z, q ∈
{0, 1, 2, 3, 4}. Zjistíme, ºe stejný zbytek po d¥lení 5 jako na pravé stran¥ dostaneme, pouze
kdyº y = 5t+ 4, t ∈ Z. Dosadíme do rovnice:

5x+ 7(5t+ 4) = 8

5x+ 35t+ 28 = 8

5x = −35t− 20

x = −7t− 4

Rovnici vyhoví práv¥ £ísla x = −7t− 4, y = 5t+ 4, kde t je celé. Mnoºina v²ech °e²ení
je tedy {(5t+ 4,−7t− 4)|t ∈ Z}.

Rovnice lineární v n¥kterém £lenu

Podíváme se, jaký zbytek dávají levá a pravá strana po vyd¥lení koe�cientem a u lineárního
£lene. Do zbylých £len· dosazujeme r·zné zbytky po d¥lení a. K tomuto postupu nás, mimo
jiné, vede fakt, ºe kvadratických zbytk· bývá mén¥ neº zbytkových t°íd. To znamená, ºe
rovnice x2 = a, kde si celé £íslo a m·ºeme zapsat do tvaru a = mt+ q, q < m,m, t, q ∈ Z
v¥t²inou pro n¥které zbytky q nemá °e²ení. Nap°íklad nenajdeme ºádné celé £íslo,
jehoº druhá mocnina by po d¥lení 4 dávala zbytek 3.

P°íklad 1.4 �e²te v celých £íslech 7x2 + 6y = 75.

�e²ení Pravá strana dává po d¥lení 6 zbytek 3, levá strana dává po d¥lení 6 stejný zbytek
jako výraz x2. Zkusíme za x dosadit postupn¥ v²echny výrazy 6t + q, t ∈ Z, q ∈ {1, 3, 5}
(druhá mocnina sudého £ísla je totiº taky sudá a po d¥lení 6 by dávala zbytek 2, 4 nebo
0) a hledat, kdy bude x2 mít po d¥lení 6 zbytek 3. Vyhoví pouze x = 6t+3, coº dosadíme
do p·vodní rovnice.

7(6t+ 3)2 + 6y = 75

7(36t2 + 36t+ 9) + 6y = 75

7 · 36t2 + 7 · 36t+ 63 + 6y = 75
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6y = 12− 7 · 36t2 − 7 · 36t

y = 2− 42t2 − 42t

Mnoºina v²ech °e²ení rovnice je {(6t+ 3, 2− 42t2 − 42t)|t ∈ Z.}

Kdyby nelineárních £len· bylo více, zkusíme do rovnice dosadit v²echny moºné variace
zbytk· t¥chto £len· po d¥lení koe�cientem u lineárního £lene a zjistit, které varianty by
mohly být °e²ením rovnice.

Nerovnosti

Mezi kaºdými dv¥ma reálnými £ísly a, b leºí vºdy pouze kone£n¥ mnoho celých £ísel.
Jestliºe najdeme horní a dolní mez, mezi kterými se musí neznámá nacházet, m·ºeme
rovnici °e²it vyzkou²ením v²ech moºností.

P°íklad 2.1 �e²te v celých £íslech 6x2 + 5y2 = 74.

�e²ení 5y2 ≥ 0 ⇒ 74 ≥ 6x2 ⇒ 37
3 ≥ x2 ≥ 0, tedy x2 ∈ {0, 1, 4, 9}, x ∈ {0,±1,±2,±3}.

Postupn¥ zkusíme v²echny moºnosti dosadit do rovnice, a zjistíme, ºe x2 = 0, 1 nebo 4 není
°e²ením rovnice, protoºe y by nebylo celo£íselné. Tedy x = ±3, y = ±2. Mnoºina °e²ení je
{(3, 2), (3,−2), (−3, 2), (−3,−2)}.

Následující p°íklad ukazuje ²ikovný trik, který lze pouºít na rovnice, ve kterých se ne-
známé vyskytují symetricky.

P°íklad 2.2 �e²te v celých £íslech x2 + xy + y2 = x2y2.

�e²ení Neznámé x, y jsou v rovnici zastoupeny symetricky, proto m·ºeme bez újmy na
obecnosti p°edpokládat, ºe x2 ≤ y2. Z toho vyplývá, ºe také xy ≤ y2, a tedy máme

x2y2 = x2 + xy + y2 ≤ y2 + y2 + y2 = 3y2.

Proto x2 ≤ 3, nebo y2 = 0. Pro y = 0 je i x = 0, pro x = 1 je y = −1 a x = −1, je y = 1.
Mnoºina °e²ení je {(0, 0), (1,−1), (−1, 1)}.

Rozklad

V mnoha p°ípadech je výhodné si rovnici upravit tak, aby n¥která ze stran byla ve tvaru
sou£inu. Zejména nám to pom·ºe, jestliºe na stran¥ druhé z·stane celé £íslo, které nemá
mnoho d¥litel·.

P°íklad 3.1 �e²te v celých £íslech y3 − x3 = 7.
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�e²ení Rozloºíme si levou stranu rovnice pomocí vzorce:

(y − x)(y2 + xy + x2) = 7

Pravá strana je kladná a pomocí úpravy na £tverec zjistíme, ºe i pravá závorka na levé
stran¥ je vºdy kladná, proto musí být kladné i y − x. �íslo 7 m·ºeme rozloºit na sou£in
dvou kladných £ísel pouze takto 7 = 1 · 7 = 7 · 1

1. y − x = 1, y2 + yx + x2 = 7. Vyjád°ením y z první rovnice a dosazením do druhé
dostaneme x2 + x− 2 = 0. To dává x = −2, y = −1 a x = 1, y = 2.

2. y−x = 7, y2+yx+x2 = 1. Stejným postupem nyní dostaneme rovnici x2+7x+16 = 0,
která v²ak nemá ºádné °e²ení ani v reálných £íslech.

Mnoºina °e²ení je {(−2,−1), (1, 2)}.

Problém £asto bývá rozklad najít, £asto nám pomohou vhodné vzore£ky a hraní si s
vytýkáním.

Zmen²ování ad absurdum

Tato metoda se pouºívá k d·kazu neexistence (dal²ích) °e²ení diofantické rovnice. Pomy-
slná °e²ení si charakterizujeme p°irozeným £íslem, nap°. nejv¥t²ím spole£ným d¥litelem
neznámých, sou£tem druhým mocnin neznámých, atd. Jestliºe je mnoºina (dal²ích) °e²ení
neprázdná, m·ºeme z ní vybrat n¥jaké °e²ení s nejmen²ím charakterizujícím £íslem.
Kdybychom v²ak dokázali, ºe s kaºdým °e²ením nalezneme jiné °e²ení, které má men²í
charakterizující £íslo, do²li bychom ke sporu, a tedy mnoºina (dal²ích) °e²ení rovnice by mu-
sela být prázdná. Ukaºme si to na konkrétním p°íkladu.

P°íklad 4.1 �e²te v oboru celých £ísel: x3 + 2y3 + 4z3 − 6xyz = 0

�e²ení Jedním °e²ením je x = y = z = 0, dokaºme, ºe jiné °e²ení rovnice nemá. Za
charakterizující £íslo pro trojici (x, y, z) ozna£me c = x2+y2+z2 a uvaºme takovou trojici
vyhovující rovnici, pro kterou je c > 0. Z rovnice plyne, ºe x je sudé, tedy x = 2x1, dosadíme
a vyd¥líme 2, £ímº zjistíme, ºe i y musí být sudé, tedy tvaru y = 2y1, po dosazení a úprav¥
získáme, ºe také z = 2z1. Po dosazení a úprav¥ v²ak dostaneme výraz úpln¥ stejného tvaru:

x1
3 + 2y1

3 + 4z1
3 − 6x1y1z1 = 0

P°itom novou trojici charakterizuje £íslo 1
4c < c, tedy men²í £íslo neº p·vodní trojici.

Rovnice má tedy pouze jediné °e²ení x = y = z = 0.

Nyní se m·ºete s chutí pustit do úloh, vºdy´ nejlep²í metodou °e²ení matematických
problém· je n¥co d¥lat. P°ejeme hodn¥ zdaru!
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