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Pomocny text k 6. sérii

G'O

oo DIOFANTICKE ROVNICE

- .
autor: Minh

Mili resitelé,

tématem posledn{ série leto§ntho roéniku jsou rovnice s celo¢iselnym feSenim. Jiz ve tietim
stoleti naseho letopoc¢tu se jimi zabyval fecky matematik Diofantos, idajné si jednu takovou
rovnici nechal vytesat na nahrobek. Na jeho pocest se rovnicim fesenym v oboru celych
¢isel tika diofantické. Diofantické rovnice maji i praktické vyuziti, vzdyt v kazdodennim
Zivoté Casto pocitdme s pfirozenymi nebo celymi &isly.

Bohuzel neexistuje zadny obecny postup feSeni diofantickych rovnic, a proto si musime
pomoci dobrymi napady a Sikovnymi triky. V tomto textu najdete ptehled zékladnich
metod jak si s témito rovnicemi poradit.

Zakladni myslenky

Kazdé celé ¢islo je zaroven cislem redlnym, a proto je mnozina feSeni rovnice v Z pod-
mnozinou fefeni téze rovnice v R. Pfi hledani feSeni rovnice vyuzivame vlastnosti celych
¢isel. Jsou to napiiklad: délitelnost; to, Ze v omezeném intervalu lezi vzdy koneé¢né mnoho
celych ¢&isel; jednoznaény rozklad prirozenych ¢isel na prvocinitele; to, ze kazd4 neprazdné
mnoZina pfirozenych ¢isel méa nejmensi prvek.

Délitelnost

Jestlize se vyrazy na obou stranich rovnice maji rovnat, musi také davat stejné zbytky
po déleni kazdym piirozenym c¢islem.

Piiklad 1.1  Reste v celijch ¢islech rovnici 2 — x = 101.

Reseni Prava strana je licha, levou stranu lze v8ak rozlozit na x(x — 1), coZ je soudin
dvou po sobé jdoucich &isel, a tedy sudé ¢islo. Rovnice proto nemé zadné celo¢iselné feSent

Piiklad 1.2 Reste v celijch ¢islech rovnici x? = 1025.
ReSeni Prava strana dava po déleni 3 zbytek 2. Tedy 3 { x, jinak by leva strana dévala po
déleni 3 zbytek 0. Pak x = 3k+1,k € Z a 2% = 9k>+£6k+ 1, tedy leva strana nikdy nebude

mit stejny zbytek po délenf 3 jako prava strana. Rovnice proto nemé 7adné celociselné
FeSeni.
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Délitelnosti 1ze v nékterych ptipadech vyuzit nejen k dikazu neexistence feseni, ale také
ke skutetnému nalezeni tvaru v8ech ¢isel, kterd rovnici spliiuji. UkaZme si druh rovnic,
které miizeme délitelnosti fesit vzdy.

Linearni diofantické rovnice

Jsou to rovnice tvaru ayjx1+asxo+...+anx, = b, kde koeficienty na levé strané jsou nenulova
cela ¢isla. Nejvétsi spoleény délitel koeficientd na levé strané si oznacime d. Leva strana je
délitelna d, a proto i b by mélo byt délitelné d, v opatném piipadé nema rovnice FeSeni.
Obé strany rovnice miizeme proto vydélit d a ziskdme rovnici afz1 + dhxe + ...+ alz, = b,
ve které jsou koeficienty na levé strané nesoudélné. Ukazme si, jak lze takovou rovnici fesit.

Piiklad 1.3 Reste v celjch ¢islech 5z + Ty = 8.

ReSeni Prava strana déva po déleni 5 zbytek 3. Leva strana ma po déleni 5 zbytek
stejny jako vyraz 2y. Vyzkousime y ptes v8echny zbytky po déleni 5: y =5t 4+ q,t € Z,q €
{0,1,2,3,4}. Zjistime, Ze stejny zbytek po déleni 5 jako na pravé strané dostaneme, pouze
kdyz y = bt + 4,t € Z. Dosadime do rovnice:

5a+T(5t +4) =8

5r + 35t + 28 = 8

5 = —35t — 20
r=-—7t—4
Rovnici vyhovi pravé ¢isla ¢ = —7t — 4,y = 5t + 4, kde ¢ je celé. Mnozina vSech feSeni

je tedy {(5t +4,—Tt — 4)|t € Z}.

Rovnice linearni v nékterém ¢lenu

Podivame se, jaky zbytek davaji leva a prava strana po vydéleni koeficientem a u linedrniho
¢lene. Do zbylych ¢lent dosazujeme rizné zbytky po déleni a. K tomuto postupu nés, mimo
jiné, vede fakt, Ze kvadratickych zbytkd byva méné nez zbytkovych t¥id. To znamend, ze
rovnice 22 = a, kde si celé ¢islo a muzeme zapsat do tvaru a = mt +¢q,q < m,m,t,q € Z
vétsinou pro nékteré zbytky ¢ nema feSeni. Napiiklad nenajdeme zZ&dné celé d&islo,
jehoz druhd mocnina by po déleni 4 davala zbytek 3.

Piiklad 1.4 Reste v celijch ¢islech Tx? + 6y = 75.

ReSeni Prava strana dava po déleni 6 zbytek 3, leva strana déva po déleni 6 stejny zbytek
jako vyraz x2. Zkusime za x dosadit postupné viechny vyrazy 6t 4+ q,t € Z,q € {1,3,5}
(druh& mocnina sudého &isla je totiz taky suda a po déleni 6 by davala zbytek 2, 4 nebo
0) a hledat, kdy bude 22 mit po déleni 6 zbytek 3. Vyhovi pouze x = 6t + 3, coz dosadime
do pivodni rovnice.

7(6t + 3)? + 6y = 75

7(36t 4 36t +9) + 6y = 75
7-36t2 + 736t + 63+ 6y = 75
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6y =12 —7-36t> —7- 36t
y=2— 42t — 42t
Mnozina viech fegenf rovnice je {(6t + 3,2 — 42t% — 42t)|t € Z.}

Kdyby nelinearnich ¢lent bylo vice, zkusime do rovnice dosadit v8echny mozné variace
zbytku téchto élend po déleni koeficientem u linedrnfho ¢lene a zjistit, které varianty by
mohly byt FeSenim rovnice.

Nerovnosti

Mezi kazdymi dvéma redlnymi ¢isly a, b lezi vzdy pouze koneéné mnoho celych ¢isel.
Jestlize najdeme horni a dolni mez, mezi kterymi se mus{ nezndmé nachézet, miizeme
rovnici fesit vyzkousenim v8ech moznosti.

Piiklad 2.1 Reste v celijch ¢islech 62 4 5y% = T4.

Regeni 5y2 > 0= 74> 622 = 3L > 22 > 0, tedy 2% € {0,1,4,9}, z € {0,£1,+2,£3}.
Postupné zkusime viechny moznosti dosadit do rovnice, a zjistime, ze 22 = 0, 1 nebo 4 neni
feSenfm rovnice, protoze y by nebylo celoéiselné. Tedy x = +3,y = 2. Mnozina FeSen{ je
{(37 2)7 (3a _Q)a (_3a 2)7 (_37 _2)}'

Nésledujici piiklad ukazuje Sikovny trik, ktery lze pouzit na rovnice, ve kterych se ne-
znédmé vyskytuji symetricky.

Piiklad 2.2 Reste v celyich cislech 22 + zy + y? = z2y2.

Reseni Neznamé z,y jsou v rovnici zastoupeny symetricky, proto miZeme bez tjmy na
obecnosti pFedpokladat, ze 22 < y2. Z toho vyplyva, Ze takeé zy < 2, a tedy mame

2y =2 +ay+y <y +yi+y? =30

Proto 22 < 3,nebo 4> =0. Proy =0jeixz=0,proxz=1jey=—-laz=—1,jey = L.
Mnozina feseni je {(0,0), (1, —1),(—=1,1)}.

Rozklad

V mnoha piipadech je vyhodné si rovnici upravit tak, aby nékterd ze stran byla ve tvaru
soudinu. Zejména nam to pomuZe, jestlize na strané druhé zistane celé ¢islo, které nemé
mnoho déliteld.

Piiklad 3.1 Reste v celijch cislech y3 — 2% = 17.
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ReSeni Rozlozime si levou stranu rovnice pomoci vzorce:
(y =)y + oy +a?) =7

Prava strana je kladna a pomoci ipravy na étverec zjistime, ze i prava zavorka na levé
strané je vzdy kladné, proto musi byt kladné i y — x. Cislo 7 miZeme rozlozit na souéin
dvou kladnych ¢&isel pouze takto 7=1-7=7-1

1.y —x = 1,924+ yz + 22 = 7. Vyjadfenim y z prvni rovnice a dosazenim do druhé
dostaneme 22 + 1 —2=0. Todaviz = —2,y=—laxr =1,y = 2.

2. y—x = 7,y*+yx+2? = 1. Stejnym postupem nyni dostaneme rovnici 22472416 = 0,
kterd v8ak neméa zadné TeSeni ani v redlnych ¢islech.

Mnozina fegeni je {(—2,—1),(1,2)}.

Problém c¢asto byva rozklad najit, ¢asto nam pomohou vhodné vzorefky a hrani si s
vytykanim.

Zmensovani ad absurdum

Tato metoda se pouziva k dikazu neexistence (dalsich) feSeni diofantické rovnice. Pomy-
slné feSeni si charakterizujeme pfirozenym c¢islem, napf. nejvétsim spoleénym délitelem
neznamych, sou¢tem druhym mocnin neznamych, atd. Jestlize je mnozina (dalgich) Feseni
neprazdnd, mizeme z ni vybrat n&jaké feSeni{ s nejmensim charakterizujicim ¢islem.
Kdybychom v8ak dokézali, Ze s kazdym FeSenim nalezneme jiné feSeni, které ma mensi
charakterizujici ¢islo, dogli bychom ke sporu, a tedy mnozina (dalsich) FeSeni rovnice by mu-
sela byt prazdna. Ukazme si to na konkrétnim piikladu.

Piiklad 4.1 Reste v oboru celijch cisel: a3 + 2y + 423 — 6zyz = 0

ReSeni Jednim feSenim je z = y = 2z = 0, dokazme, Ze jiné FeSeni roviice nema. Za
charakterizujici ¢islo pro trojici (z,y, z) ozna¢me ¢ = x2 4+ y2 + 2% a uvazme takovou trojici
vyhovujici rovnici, pro kterou je ¢ > 0. Z rovnice plyne, Ze x je sudé, tedy z = 2x1, dosadime
a vydélime 2, ¢imz zjistime, Ze i y musi byt sudé, tedy tvaru y = 2y;, po dosazeni a Gpraveé
ziskame, ze také z = 2z7. Po dosazeni a tpravé vSak dostaneme vyraz Gplné stejného tvaru:

:1:13 + 2y13 + 4213 —6x1y121 =0

Pfitom novou trojici charakterizuje ¢islo %c < ¢, tedy mensi ¢slo nez ptivodni trojici.
Rovnice mé tedy pouze jediné feseni x =y = 2z = 0.

Nyni se muzete s chuti pustit do uloh, vidyt nejlepsi metodou feSeni matematickych
problémi je néco délat. Piejeme hodné zdaru!
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