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Pomocný text

�achovnice

Úvod

Milý °e²itelé. Tématem 5. série jsou ²achovnice. A protoºe v²ichni víme, co to taková
²achovnice je, tak nemá cenu psát b¥ºný studijní text plný de�nic a v¥t. V tomto textu
najdete n¥kolik vy°e²ených p°íklad·, které se tématu týkají a n¥které z nich vám p°ímo
pomohou °e²it n¥které tematické p°íklady, jiné si stojí zato p°e£íst £ist¥ ze zajímavosti.
Tak p°íjemné po£tení.

P°íklady

Hned první problém pouºívá snad nejb¥ºn¥j²í techniku d·kazu na ²achovnici, takzvané
obarvování. Principem je n¥jak vhodn¥ ²achovnici obarvit a pak ukázat n¥jakou disproporci.

P°íklad 5.1. Dokaºte, ºe pomocí domin (obdélní£k· 1×2 dílky) nelze vydláºdit £tvercovou
²achovnici (4n+2)× (4n+2) pro ºádné nezáporné n tak, aby po£et vertikáln¥ umíst¥ných
domin byl stejný jako po£et horizontáln¥ umíst¥ných domin.

Tedy nap°íklad ²achovnici 2 × 2 lze sice vydláºdit 2 horizontálními dominy (prost¥ je
dáme pod sebe), ale ne jedním horizontálním a jedním vertikálním.

D·kaz. Obarvíme ²achovnici £ernou a bílou barvou tak, ºe £ern¥ obarvíme liché sloupe£ky
(tedy první, t°etí, . . . ) a bíle ty sudé. Libovolné vertikální domino pak pokryje bu¤ 2 bílá,
nebo 2 £erná polí£ka horizontální domino pokryje práv¥ jedno bílé a jedno £erné polí£ko.

�achovnice (4n+2)×(4n+2)má 16(n2+n)+4 pole, na její vydláºd¥ní tedy pot°ebujeme
8(n2 + n) + 2 domin. Aby byl stejný po£et horizontálních a vertikálních, musí být obou
4(n2+n)+1. Zejména tedy musí být lichý po£et vertikálních domin. Na ²achovnici je stejný
po£et £erných a bílých polí. Abychom tedy pokryli v²echna, musí být po£et vertikálních
domin pokrývající 2 £erná pole stejný, jako po£et vertikálních polí pokrývající 2 bílá pole
(horizontální pokrývají jedno a jedno a tedy nemají vliv na rozdíl po£tu pokrytých £erných
a bílých polí). To ale není moºné, nebo´ vertikálních domin je lichý po£et.

Nyní jeden skute£n¥ klasický problém zvaný jezdcova procházka, o kterém by m¥l sly²et
kaºdý, kdo n¥kdy °e²il n¥jakou úlohu týkající se ²achovnic.

P°íklad 5.2. �achovnici 4 × 4 nelze projít ko¬em tak, aby bylo nav²tíveno kaºdé pole
práv¥ jednou.

D·kaz. Ozna£íme si polí£ka ²achovnice následovn¥:

A E F C
F D B E
E B D F
C F E A

BRKOS Team 2018



XXIV. ro£ník BRKOS 2017/2018

Z polí A se lze dostat jen na pole B. Pokud tedy A není koncové (za£áte£ní) pole
cesty, musí v této cest¥ p°edcházet poli A pole B a stejn¥ tak následovat pole B. Tedy
cesta vypadá n¥jak takto . . . BAB . . .. To ale znamená, ºe alespo¬ jedno z polí A musí
být po£áte£ní, jinak bychom dostali uzav°enou cestu BABA. Stejn¥ pro pole C a D.
Hledaná cesta tedy musí vypadat takto ABAB . . .DCDC. Problém jsme tedy zredukovali
na problém hledání cesty na 8 polích ozna£ených pismeny E a F . Zde je ale jasn¥ vid¥t,
ºe z ºádného pole E se nelze dostat na pole F (nezapome¬te, te¤ nesmíme pouºívat jiná
pole neº E a F !!!). Taková cesta tedy neexistuje.

Zajímavostí je, ºe 4 je nejv¥t²í rozm¥r £tvercové ²achovnice, pro kterou to nejde. Zkuste
si dokázat, ºe to skute£n¥ na v¥t²ích lze.

Jedna z nejd·leºit¥j²ích metod d·kazu v kombinatorice (a t°eba i v informatice) je me-
toda invariantu. Pricipem je najít n¥jakou �veli£inu� (po£et, sudost, . . . ), která se nezm¥ní
p°i n¥jaké zm¥n¥. Pro d·leºitost této techniky si ukáºeme hned 2 p°íklady (první z nich je
skute£n¥ triviální, ale je z n¥ho poznat esence invariantu), které jí uºívají.

P°íklad 5.3. M¥jme na tabuli £ísla 1, 2, 3, 4, 5, 6. V jednom kroku si vybereme 2 £ísla,
smaºeme je z tabule a napí²eme na ni jejich sou£et. Tak pokra£ujeme, dokud na tabuli
nezbude jediné £íslo. Jaká £ísla m·ºeme takto dostat.

D·kaz. M·ºeme dostat pouze jediné a to 21. Invariantem bude samoz°ejm¥ sou£et v²ech
£ísel na tabuli. Ozna£me S. Dokaºme si, ºe se skute£n¥ jedná o invariant.

Bu¤te n1, · · · , nk £ísla na tabuli. �ísla nemají ºádné pevn¥ dané po°adí, m·ºeme tedy
p°edpokládat, ºe námi vybraná £ísla jsou n1, n2. P·vodní sou£et S1 = n1+ · · ·+nk. Sou£et
po tomto kroku S2 = (n1+n2)+n3+ · · ·+nk. Díky asociativit¥ s£ítání skute£n¥ S1 = S2.
Tedy se jedná o invariant.

Na konci nám zbyde jediné £íslo na tabuli. Díky platnosti invariantu musí být jeho
sou£et (to £íslo samotné) rovno sou£tu £ísel na za£átku. Tedy se musí jednat o 1+ · · ·+6 =
21.

P°íklad 5.4. M¥jme ²achovnici 8×8 a v kaºdém polí£ku jedno celé £íslo. V jednom kroku
si vybereme n¥jaký £tverec 3×3 nebo 4×4 a v²echna £ísla v tomto £tverci zvý²íme o 1. Je
moºné pro libovolná po£áte£ní £ísla dostat po n¥jakém po£tu krok· ve v²ech polích sudé
£íslo?

D·kaz. Jak uº to tak u úloh na invariant (v¥t²inou) bývá, odpov¥¤ zní NE. Hledaný
invariant je parita (sudost/lichost) sou£tu £ísel na v²ech polích krom 3. a 6. °ádku. Ozna£me
tento sou£et S. Invariant pak lze zapsat jako I = S (mod 2) = konst. (zbytek po d¥lení S
dv¥ma je konstantní).

Pro£ je I invariant? Libovolný £tverec 3× 3 obsahuje PRÁV� jeden z t¥chto °ádku. Ve
£tverci 3× 3 tak ovlivníme 6 polí, která ovliv¬ují S. Ve £tverci 4× 4 pak ovlivníme bu¤ 12
polí, nebo 8 polí (pokud v n¥m leºí jeden nebo dva z t¥chto °ádk·). Co se tedy stane s S?
V prvním p°ípad¥ k n¥mu p°i£teme 6, ve druhém 12 nebo 8, kaºdopádn¥ v²ak p°i£tením
sudého £ísla nezm¥níme paritu S, skute£n¥ se tedy jedná o invariant.

Nyní uº tedy sta£í °íct, pro£ nám tento invariant zakazuje pro n¥které po£áte£ní kon�-
gurace dosáhnout poºadovaného. K tomu pot°ebujeme n¥jakou takovou ²patnou po£áte£ní
kon�guraci. Zjevn¥ pot°ebujeme, aby S bylo liché. Pak nám totiº invariant zaru£í, ºe vºdy
n¥jaké pole bude liché (sou£et sudých polí by nám dal sudé S). Taková po£áte£ní kon�gu-
race je t°eba 1 v levém horním rohu a 0 v²ude jinde.

To je z tohoto textu v²e, p°ejeme hodn¥ ²t¥stí a zábavy u °e²ení úloh!
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