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Pomocny text

SACHOVNICE

Uvod

Mily fegitelé. Tématem 5. série jsou Sachovnice. A protoZe vSichni vime, co to takova
Sachovnice je, tak neméa cenu psat bézny studijni text plny definic a vét. V tomto textu
najdete nékolik vyreSenych prikladi, které se tématu tykaji a nékteré z nich vam primo
pomohou fesit nékteré tematické piiklady, jiné si stoji zato pfecist Cisté ze zajimavosti.
Tak pfijemné pocteni.

Piiklady

Hned prvni problém pouZziva snad nejb&znégjsi techniku diikazu na Sachovnici, takzvané
obarvovani. Principem je néjak vhodné Sachovnici obarvit a pak ukazat néjakou disproporci.

Priklad 5.1. Dokazte, ze pomoci domin (obdélnicki 1x 2 dilky) nelze vydlazdit étvercovou
Sachovnici (4n+2) x (4n+ 2) pro zadné nezéaporné n tak, aby pocet vertikalné umisténych
domin byl stejny jako pocet horizontalné umisténych domin.

Tedy naptiklad Sachovnici 2 x 2 lze sice vydlazdit 2 horizontalnimi dominy (prosté je
dame pod sebe), ale ne jednim horizontalnim a jednim vertikalnim.

Diikaz. Obarvime Sachovnici ¢ernou a bilou barvou tak, Ze ¢erné obarvime liché sloupecky
(tedy prvni, tfeti, ...) a bile ty sudé. Libovolné vertikalni domino pak pokryje bud 2 bila,
nebo 2 ¢ernd politka horizontalni domino pokryje pravé jedno bilé a jedno ¢erné policko.

Sachovnice (4n+2) x (4n+2) ma 16(n?+n)+4 pole, na jeji vydlazdéni tedy potiebujeme
8(n? + n) + 2 domin. Aby byl stejny pocet horizontalnich a vertikdlnich, musi byt obou
4(n?+n)+1. Zejména tedy musi byt lichy pocet vertikdlnich domin. Na Sachovnici je stejny
pocCet Cernych a bilych poli. Abychom tedy pokryli v8echna, musi byt pocet vertikalnich
domin pokryvajici 2 ¢ernd pole stejny, jako pocet vertikdlnich poli pokryvajici 2 bila pole
(horizontalni pokryvaji jedno a jedno a tedy nemaji vliv na rozdil po¢tu pokrytych ¢ernych
a bilych poli). To ale neni mozné, nebot vertikalnich domin je lichy pocet.

Nyni jeden skuteéné klasicky problém zvany jezdcova prochézka, o kterém by mél slySet
kazdy, kdo nékdy tesil néjakou tlohu tykajici se Sachovnic.

Piiklad 5.2. Sachovnici 4 x 4 nelze projit konem tak, aby bylo navstiveno kazdé pole
pravé jednou.

Diikaz. Oznacime si policka Sachovnice néasledovné:
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Z poli A se lze dostat jen na pole B. Pokud tedy A neni koncové (zaCate¢ni) pole
cesty, musi v této cesté piedchézet poli A pole B a stejné tak nasledovat pole B. Tedy
cesta vypadd néjak takto ... BAB.... To ale znamenad, Ze alesponi jedno z poli A musi
byt pocéatetni, jinak bychom dostali uzavienou cestu BABA. Stejné pro pole C a D.
Hledana cesta tedy musi vypadat takto ABAB ... DCDC'. Problém jsme tedy zredukovali
na problém hledan{ cesty na 8 polich oznaenych pismeny E a F. Zde je ale jasné vidét,
ze z 7adného pole E se nelze dostat na pole F' (nezapomeiite, ted nesmime pouzivat jina
pole nez E a F!). Takova cesta tedy neexistuje.

Zajimavosti je, Ze 4 je nejvétsi rozmér ¢tvercové Sachovnice, pro kterou to nejde. Zkuste
si dokazat, 7e to skutecné na vétsich lze.
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toda invariantu. Pricipem je najit n&jakou “veli¢inu” (pocet, sudost, ... ), ktera se nezméni
pfi néjaké zméné. Pro dilezitost této techniky si ukédzeme hned 2 piiklady (prvni z nich je
skute¢né trividlni, ale je z ného poznat esence invariantu), které ji uzivaji.

Priklad 5.3. Mé&jme na tabuli ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6. V jednom kroku si vybereme 2 &isla,
smazeme je z tabule a napiSeme na ni jejich soucet. Tak pokracujeme, dokud na tabuli
nezbude jediné ¢islo. Jaka ¢isla mizeme takto dostat.

Diikaz. MuzZzeme dostat pouze jediné a to 21. Invariantem bude samoziejmé soucet vSech
¢isel na tabuli. Ozna¢me S. Dokazme si, ze se skute¢né jednd o invariant.

Budte ny,--- ,ny ¢sla na tabuli. Cisla nemaji zadné pevné dané poradi, mizeme tedy
predpokladat, Ze nami vybrand ¢isla jsou ni, no. Pivodni soucet S1 = ni +- - -+ nyg. Soucet
po tomto kroku Sy = (n1 +mng) +n3 + - - - + ng. Diky asociativité s¢itani skutetné S; = Ss.
Tedy se jedné o invariant.

Na konci nam zbyde jediné ¢islo na tabuli. Diky platnosti invariantu musi byt jeho
soucet (to ¢islo samotné) rovno souctu ¢isel na zac¢atku. Tedy se musi jednat o 1+---+6 =
21.

Piiklad 5.4. Méjme Sachovnici 8 x 8 a v kazdém poli¢ku jedno celé éislo. V jednom kroku
si vybereme né&jaky ¢tverec 3 x 3 nebo 4 x 4 a vSechna ¢isla v tomto ¢tverci zvysime o 1. Je
mozné pro libovolnd pocatecni ¢isla dostat po néjakém pocétu kroki ve vSech polich sudé
¢islo?

Diikaz. Jak uz to tak u tloh na invariant (vétSinou) byvé, odpovéd zni NE. Hledany
invariant je parita (sudost/lichost) sou¢tu ¢isel na vsech polich krom 3. a 6. fadku. Oznacme
tento soucet S. Invariant pak lze zapsat jako I = S (mod 2) = konst. (zbytek po déleni S
dvéma je konstantni).

Pro¢ je I invariant? Libovolny ¢tverec 3 x 3 obsahuje PRAVE jeden z téchto radku. Ve
¢tverci 3 x 3 tak ovlivnime 6 poli, ktera ovliviiuji S. Ve ¢tverci 4 x 4 pak ovlivnime bud 12
poli, nebo 8 poli (pokud v ném lezi jeden nebo dva z téchto fadkii). Co se tedy stane s S?
V prvnim piipadé k nému p¥i¢teme 6, ve druhém 12 nebo 8, kazdopadné v8ak pfi¢tenim
sudého ¢isla nezménime paritu S, skute¢né se tedy jedna o invariant.

Nyni uz tedy stadi fict, pro¢ nam tento invariant zakazuje pro nékteré pocateéni konfi-
gurace dosdhnout pozadovaného. K tomu potiebujeme néjakou takovou Spatnou pocétecént
konfiguraci. Zjevné potrebujeme, aby S bylo liché. Pak ndm totiZ invariant zarué¢i, Ze vzdy
né&jaké pole bude liché (soucet sudych poli by nam dal sudé S). Takova pocatecni konfigu-
race je tfeba 1 v levém hornim rohu a 0 v8ude jinde.

To je z tohoto textu vSe, pfejeme hodné §tésti a zabavy u FeSeni tloh!
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