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Pomocny text

VYROKOVA LOGIKA

autor: Viki

Logika je nastroj, ktory ndm umoziuje matematicky uvazovat o veciach okolo nas. Do-
voluje nam formalizovat tvrdenia, ktoré chceme dokazat a zaroven formalizovat samotny
dokaz. Existuje mnoho druhov logik, ktoré sa liSia v pouziti a v ich sile. Najjednoduch-
sia logika je vyrokova logika (propositional logic), ktorej sa budeme venovat v tejto sérii.
Mnoho veci v8ak nevieme vyjadrit iba pomocou vyrokov, preto sa Castejsie pouziva pr-
voradova logika (first-order logic), znama aj ako predikatova logika. Dalsie logiky, ktoré
uz asi nepoznéte, st napriklad druhoradové logiky (second-order logic) alebo temporalne
logiky (temporal logic). Tie maju svoje vyuzitie v pokrocilejsich oblastiach matematiky a
informatiky.

Vyrokova logika pracuje s takzvanymi vyrokovymi formulami. Zakladnymi staveb-
nymi kamenmi vyrokovych formuli st vyrokové premenné reprezentujiice vyroky, a lo-

Vyrokové premenné sluzia na reprezenticiu atomickych vyrokov. Atomické vyroky st
tvrdenia, o ktorych mézeme povedat, ¢i st pravidé alebo nie, a zaroven ich nevieme rozdelit
na men§ie vyroky. Napriklad veta ,,Pr$i.“ je atomicky vyrok. Veta ,Prii a je mokro.“ nie
je atomicky vyrok, pretoze vetu moézeme rozdelit na dva atomické vyroky: ,Prii.* a ,Je
mokro.“.

Atomické vyroky spajame dokopy logickymi spojkami. V beznej reci su logickymi spoj-
kami napriklad vyrazy ,a“, ,alebo*, . prave vtedy ked* a podobne. V logike ich zapisujeme
znackami ako -, A, V. ... Kazda znacka — takzvana logické spojka — ma svoj presne defino-
vany vyznam. Napriklad, spojka — znadi zdpor a zvicsa sa C¢ita ako , Nie je pravda, ze...“.
Spojka A znamend spojenie dvoch formuli a vac¢8inou sa ¢ita ako ,a zaroven“.

Nech premenna A reprezentuje atomicky vyrok ,Prsi.“ a B reprezentuje ,Je mokro.“.
Potom vetu ,,Prsi a je mokro.“ moézeme prelozit do jazyka vyrokovej logiky ako (A A B).
Naopak, formulu —=A do beZného jazyka prelozime ako ,Neprsi.“. Logické spojky mozu
spajat dokopy nie len vyroky, ale aj iné formule, napriklad ((A A B)V ﬂA).

Vyrokové premenné reprezentuji pravdivostné hodnoty atomickych vyrokov. Prav-
divostné hodnoty st ,pravda® (1) a ,nepravda® (0). Pravdivost vyrokovej formule zavisi
od hodnoty vyrokovych premennych a od toho, akymi logickymi spojkami su spojené.

Definicia 4.1. Valudcia premenngch Var je takd funkcia v: Var — {0,1}, ktord kaZdej
premennej X z Var priradi pravdivostni hodnotu. Ak je X pravdivé, tak v(X) = 1, inak
v(X)=0.

V nasledujtcej ¢asti textu si predstavime najznamejsie logické spojky. Kazda spojku
znézornime pomocou takzvanej pravdivostnej tabul'ky. Pravdivostni tabulku méZeme
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zostrojit pre kazda vyrokovi formulu. Tabulka mé tolko riadkov, koTko existuje roznych
valuéci{ premennych v danej formuli.

Negacia —

Negéciu formule ¢ znaéime ako —¢. Vyznamovo znamend opaku pravdivostnej hodnoty
povodnej formule ¢. Napriklad, ak formula A reprezentuje tvrdenie ,Pr&i.“, tak formula
—A reprezentuje tvrdenie ,Neprsi.“. Ak pravdivostna hodnota formule bola 0, tak hodnota
negovanej formule bude 1. Naopak, ak bola 1, po aplikicii — bude hodnota 0. Formalne
povieme, ze v(—¢) = 1 prave vtedy, ked v(¢) = 0. Negécia je aplikovana na jednu formulu,
preto jej hovorfme unérna logicka spojka.

Konjunkcia A

Konjunkciu znacime ako ¢ A). Je pravdivéa jedine vtedy, ked st pravdivé obe podformule
¢ a . Napriklad, ak formula A reprezentuje tvrdenie ,Prsi.“ a formula B reprezentuje
,Je mokro.“, tak (A A B) reprezentuje ,Pr&i a (zaroven) je mokro.“. Formula (-=A A B)
reprezentuje ,,Neprsi ale je mokro.“. Formélne povieme, 7Ze v(p A ) = 1 jedine vtedy, ked
v(p) =v(¥) =1

Pravdivostna tabulka pre tato spojku vyzera nasledovne:

A| B | (AAB)
010 0
0|1 0
110 0
1)1 1

V prvych dvoch stipcoch vidime vietky mozné valuicie premennych A, B, a kazdy
riadok zodpoveda jednej valuacii. V stipci (A A B) je pre kazda valuiciu premennych
uvedend valuacia vyslednej formule.

Operéacia A je binarna. V8imnite si, Ze nezalezi na poradi argumentov: (AA B) ma vzdy
rovnaku pravdivostnt hodnotu ako (B A A).

Priklad 4.1. Dokazte, ze formula (A A = A) nie je nikdy pravdiva.

Pravdivost formule zavisi iba od jednej premennej, preto stac¢i uvazit vSetky mozné
hodnoty pravdivosti A. Jej negacia ma vzdy opaéni hodnotu. V tabulke definujtcej kon-
junkciu mozete overit, ze pokial su hodnoty argumentov rozne (aspoii jedno je 0), tak sa
aj konjunkcia vyhodnoti na 0.

A|-A | (AN-A)
0 1 0
110 0

Formula, ktora nie je nikdy pravdiva, sa nazyva kontradikcia. Pozname ju tak, ze v
tabulke sa vyhodnoti na samé 0.
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Disjunkcia Vv

Disjunkciu znaéime ako ¢ V). Je pravdiva vtedy, ked je pravdiva aspoii jedna z podformuli
© a 1. TakZe je pravdiva aj vtedy, ked su pravdivé obe podformule. Napriklad ak A
znamend ,Prsi.“ a B znamend ,Snezi.“, tak (AV B) znamend ,,Prsi alebo snezi.“. Forméalne,
v(p V) =0 jedine vtedy, ked v(¢) = v(¢)) = 0.

Pravdivostna tabulka pre tato spojku vyzera nasledovne:

A| B | (AVB)
010 0
0] 1 1
110 1
1)1 1

Rovnako ako A, spojka V je binidrna a nezalezi na porad{ jej argumentov.
Priklad 4.2. Dokazte, ze formula (A V —A) je vzdy pravdiva.

Vzdy je aspoii jeden argument pravdivy. Pravdivostné tabulka pre dant formulu vyzera
nasledovne:

A A (AV-A)
0] 1 1
1 0 1

Formula, ktora je vzdy pravdiva, sa nazyva tautolégia. V tabulke sa vyhodnoti na
samé 1.

Implikacia =

Implikdciu zna¢ime pomocou znakov = alebo —. Formula (A = B) znamené , Ak je
pravdivé A, tak je pravdivé aj B.“. Napriklad ,Ak prsi, tak je mokro.“. Veta je zjavne
pravdiva, ked prsi a je mokro. Je v8ak nepravdiva, ked prsi, ale nie je mokro. Aka je
pravdivost tejto vety, ked neprsi? Podl'a logiky, ak neprsi, tak nds nezaujima ¢i je mokro
alebo nie, oba vysledky st mozné. Preto formélne povieme, ze v(p = 1) = 0 jedine vtedy,
ked v(p) =1 av(yp) = 0.

Pravdivostnou tabulkou to znazornime nasledovne:

A|B| (A= B)
010 1
011 1
110 0
111 1

Vgimnite si, ak hodnota A je 0, tak implikécia je pravdiva bez ohTadu na B.

Priklad 4.3. V pondelok ucitel matematiky na hodine povedal: , Ak bude v utorok niekto
chybat, budeme pisat pisomku.“ Na dalgej hodine nikto nechybal, ale aj tak sa pisala
pisomka. Mal uditel pravdu?
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Nech A reprezentuje ,,V utorok niekto chyba.“ a B reprezentuje ,PiSe sa pisomka.“.
Potom uéitelove tvrdenie zapiseme ako (A = B). Podla zadania je vyrok A nepravdivy
(pretoze nikto nechybal) a vyrok B pravdivy (pisala sa pisomka). Ak sa pozrieme do
tabulky pre implikiciu na riadok, kde v(A) = 0 a v(B) = 1, zistime, ze v(A = B)) = 1).
Preto ucitelovo tvrdenie bolo pravdivé a hovoril pravdu. U¢itel by nemal pravdu jedine v
pripade, Ze by v utorok niekto chybal a nepisala sa pisomka.

Definicia 4.2. Vyrokové formule ¢ a ¢ si ekvivalentné, pokial pre kaZdi valudciu pre-
menngch v plati v() = v(¢). Piseme @ = 1).

Priklad 4.4. Dokazte, ze formule (A = B), (-B = —A) a (mAV B) st navzajom ekviva-
lentné.

Potrebujeme ukéizat, 7e pri kazdej kombindcii pravdivostnych hodnot A a B maju
v8etky tri formule rovnaka pravdivostna hodnotu. Aby sme to ukazali, potrebujeme zostro-
jit pravdivostna tabulku pre kazdu z troch formuli. Pre (A = B) ju uz pozname, preto
zostrojime zvysné dve.

A[B[-B|-A| (~B= —A) A[B|-A[ (-AVB)
00| 1 |1 1 00 1 1
011 0 1 1 011 1 1
1o 1] 0 0 1[0/ 0 0
1)1 0 0 1 111 0 1

V oboch pripadoch sme si ako poméocku spravili stIpec pre negécie premennych, ktoré sa
vyskytuju v danej formuli. V prvej tabulke sme posledny stipec zostrojili pomocou stipcov
—B a = A a definicie implikacie: v(—-B = —A)) = 0 plati jedine vtedy, ked v(-B) =1 a
v(=A) = 0. V druhej tabulke plati v(=AV B) = 0 jedine vtedy, ked st v(—A) = v(B) = 0.
Kedze vysledné stipce vetkych troch tabuliek st rovnaké (a vstupy majt v rovnakom
poradi), tak sa formule ekvivalentné.

Ekvivalencia

Ekvivalenciu znacime ako < alebo <. Je pravdivé prave vtedy, ked maja oba argumenty
rovnaki pravdivostni hodnotu. Napriklad ,,Budeme pisat pisomku préave vtedy, ked bude
niekto chybat.* mézeme reprezentovat ako (A < B). Formalne, v(¢ < 1) = 1 prave vtedy,
ked v(p) = v(¢)). Pravdivostna tabulka je definované nasledovne:

A|B| A< B
010 1
011 0
110 0
11 1

Priklad 4.5. Dokazte, ze formula (A < —A) je kontradikcia.

Tabul'ka pre formulu (A < —A) vyzera takto:

A A (A -A)
0] 1 0
1] 0 0
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Stipec zodpovedajici danej formuli obsahuje samé 0, preto je formula kontradikcia.
Priklad 4.6. Dokazte, ze formule (A < B) a ((A = B) A (B = A)) st ekvivalentné.

Zostrojime pravdivostni tabulku pre formulu ((A = B) A (B = A)).

A|B|(A=B) | AN | (B=A)
010 1 1 1
011 1 0 0
110 0 0 1
111 1 1 1

Najprv sme spravili stipce pre jednotlivé implikicie a potom sme podla nich vyplnili
stlpec A. Stipec A vygiel rovnako ako stipec pre (A < B). Tym sme ukézali, Ze formula
(A= B) A (B = A)) je pravdiva prave vtedy, ked (A < B) je pravdiva.

Z toho plynie, Ze formula <(A & B)< (A= B)A(B= A))> je tautologia.

Priklad 4.7. Ucitel sa rozhodol, Ze na hodine vyskiga presne dvoch ziakov. Bude to bud
Aneta, Bob alebo Cilka. Ziakov vyberie podla tychto pravidiel: Ak vyskaSa Anetu, tak
vyvola aj Boba. Vyskusa Boba alebo Cilku. Nevyskiisa zaroveni Anetu a Cilku. Koho urcite
vyskuga?

Takuto ulohu moézeme riesit tak, Ze zadanie prelozime do vyrokovej formule. Mame tri
premenné: A, B,C. Vetu Ak vyskasa Anetu, vyvola aj Boba.“ prelozime na (A = B).
Vetu ,,Vyskasa Boba alebo Cilku.“ prelozime na (B V C). Nakoniec, ,Nevyskuga zaroven
Anetu a Cilku“ prelozime na ~(A A C).

f)alej zostrojime pravdivostna tabulku. Musime spravit riadok pre kazdi moZnt kom-
binéciu pravdivostnych hodnot A, B, C. Dostavame 8 moZnych kombinacii.

A[B[C|(A=DB) | BVO) [ ~(ArO) A
000 1 0 1 0
0]0]1 1 1 1 1
0]11]0 1 1 1 1
01111 1 1 1 1
11010 0 0 1 0
1101 0 1 0 0
1111]0 1 1 1 1
1111 1 1 0 0

Zostrojili sme stipec pre kazdu podformulu. V stlpci A oznadime tie riadky, v ktorych
su pravdivé vSetky tri podmienky. U¢itel sa rozhodol, 7e vyskusa dvoch ziakov, preto
nas zaujimaja tie riadky, kde st pravdivé prave dve z A, B, C. Takze jediné riadky, ktoré
vyhovuju vietkym podmienkam, s tie, kde v(A) = v(B) = 1,v(C) =0av(B) =v(C) =1,
v(A) = 0.

Iné binarne spojky

Doteraz sme si predstavili jednu unarnu spojku (=) a $tyri binarne (A, V,=-,<). Spojok,
ktoré sa v praxi pouzivaju, je v8ak ovela viac. Roznych bindrnych spojok existuje 16.
Niektoré st zaujimavé menej (napriklad identita) a iné viac.
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Spojka NAND znadi negaciu konjunkcie. Spojka NOR znaci negaciu disjunkcie. Spojka &,
Casto znacena aj ako XOR (exclusive or), je negacia ekvivalencie. Formulu (A @ B) ¢itame
ako ,Bud A, alebo B.“.

A | B| ANAND B A| B| ANOR B A|B| A9 B
010 1 010 1 010 0
011 1 01 0 0|1 1
110 1 110 0 110 1
111 0 1|1 0 111 0

Ternarne spojky

Ternarne spojky st také, ktoré maja prave tri argumenty. Napriek tomu, Ze ich je viac ako
bindrnych (az 256), tak sa v praxi moc nepouzivaju. Jednu z nich si v8ak ukazeme.
Definujeme spojku ITE!. Chceme, aby predstavovala rozhodovaciu podmienku: pokial
je premenné A pravdiva, tak hodnota v(ITE(A, B, C)) = v(B). Naopak, ak premenna A je
nepravdivé, tak v(ITE(A, B,C)) = v(C).
Jej definicia pomocou pravdivostnej tabulky bude vyzerat takto:

A| B | C|ITE(A, B,QC)
0(0]0 0
01011 1
0(1]0 0
0111 1
1100 0
1101 0
11110 1
1111 1

Priklad 4.8. N4jdite vyrokovi formulu, ktora bude obsahovat iba unarne a binarne spojky
a bude ekvivalentné formuli 1TE(A, B, C).

Spomeiite si, ze implikacia znamena Ak A, tak B.“. Spojka ITE je zloZena z dvoch im-
plikacii: ,Ak A, tak B. Ak A neplati, tak C.“. Ako formulu to moZeme zapisat nasledovne:
((A = B) A (mA = ()). Skuste si v tabulke sami overit, Ze tato formula je skutotne
ekvivalentna formuli ITE(A, B, C).

A[B|C[(A=DB) [ A (~A=0)
01010
001
0110
011 1
1100
1101
11110
111 1

Hp-THEN-ELSE
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Plnohodnotné systémy logickych spojok

V poslednom cviceni ste si vyskusali, ako nejakid spojku vyjadrif pomocou inych. Tym
sme ukazali, Ze nova spojka nam neprinasa nijaku vyjadrovaciu silu — to, ¢o vieme zapisat
pomocou nej, sme vedeli aj predtym. Teraz si ukidZzeme, %e nepotrebujeme ani niektoré z
binarnych spojok.

Priklad 4.9. Ukazte, Ze pre kazdu formulu, ktora obsahuje spojky —, A, V, =, < existuje
ekvivalentna formula, ktora obsahuje iba spojky — a A.

Potrebujeme ukézat, ze vietky zo zvy8nych spojok vieme vyjadrit iba pomocou spojok
- a A

Ako prva vyjadrime formulu (A V B). Negacia disjunkcie, =(AV B), je pravdiva jedine
vtedy, ked st A aj B nepravdivé. Je teda ekvivalentna formuli (A A —B). Potom formula
—=(A V B) je ekvivalentna formuli =(—=A A =B). Pravdivostnou tabulkou overte, Ze aj
(A V B) je ekvivalentna formuli —=(—=A A =B).

Dalej potrebujeme pomocou — a A zapisat (A = B). Z predchadzajucich prikladov uz
vieme, ze tato implikicia je ekvivalentna disjunkcii (—A V B). Disjunkciu uz v8ak vieme
prepisat pomocou — a A. Implikicia (A = B) je teda ekvivalentna formuli —=(A A =B).
Overte toto tvrdenie pravdivostnou tabulkou.

Ked7Ze vieme, ze ekvivalencia je len konjunkcia dvoch implikacii, prepisat (A < B) iba
pomocou — a A uZ zvladnete sami!

Majme mnozinu spojok L£. Ak pre kazdu vyrokova formulu existuje ekvivalentna for-
mula zapisand iba pomocou spojok v L, tak £ nazveme plnohodnotny systém lo-
gickych spojok. Casto sa stretnete aj s pomenovanim tplny systém. Mnozina spojok
{—,A,V,=, <} je plnohodnotny systém. Z predoglého prikladu potom plynie, ze aj {—, A}
je plnohodnotny systém. Inymi plnohodnotnymi systémami sa {—,V}, {-,=} a dokonca
aj {NAND} a {NOR}.

Priklad 4.10. Dokazte, ze {NAND} tvori plnohodnotny systém.

Staci ukazat, Ze pomocou NAND sme schopny nahradit nejaky plnohodnotny systém,
teda v8etky spojky z nejakého plnohodnotného systému vieme zapisat iba pomocou NAND.
Z pravdivostnej tabulky pre NAND je vidno, ze (A NAND A) je ekvivalentné —A. Tym sme
ukézali, ako negéciu vyjadrit pomocou NAND. Z definicie NAND, (A A B) je ekvivalentné
—(A NAND B). Negéciu uz vyjadrit vieme, preto (AAB) je ekvivalentné ((A NAND B) NAND (A NAND B)).
Tym sme konjunkciu vyjadrili iba pomocou NAND. Overit, Ze to skutone plati, mozete
pravdivostnou tabulkou.
Skuste podobnym sposobom ukazat, Ze {NOR} tvori plnohodnotny systém.
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