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Pomocny text

HRATKY S TELESY

Tato série se zabyva feSenim tloh v prostoru. Proto zde uvedeme nékolik malo metod
spolu s pfiklady, které vam mohou pfi feseni tloh pomoci.

Priklad 3.1. Kolika nejméné barvami lze obarvit stény pravidelného osmisténu tak, aby
Zddné dve stény sousedici hranou nemély stejnou barvu?

Uloha je samoziejmé trividlni pro lidi s dobrou pedstavivosti. Komu ale pfedstavivost
slouzi méné, maze si pomoct prevedenim osmisténu do tzv. ,,rovinného grafu“.

Rovinny graf ma stejné vrcholi, hran i stén jako osmistén (pokud si predstavime vnéjsi
oblast jako samostatnou sténu). Déle z kazdého vrcholu vychéazi odpovidajici pocet hran
a kazda sténa (i ta vnéjsi) mé odpovidajici pocet stran. V podstaté se chova stejné jako
osmistén. Vypada takto:

NV

Vidime tedy, ze osmistén lze takto obarvit dvéma barvami.

Poznamka. Do rovinného grafu lze prevést jakykoli konvexni mnohostén. Je to zpiisob, jak
si zakreslit trojrozmérny objekt na papir, pokud nés nezajimaji vzdalenosti v mnohosténu.
V rovinném grafu takeé plati, stejné jako v konvexnich mnohothelnicich, tzv. Eulerova véta
o mnohosténech. Ta Tik4, ze oznac¢ime-li V jako pocet vrcholtt mnohosténu, H jako pocet
hran a S jako pocet stén, pak plati: V — H 4+ 5 = 2.

Piiklad 3.2. kolikrdt je polomér R koule opsané krychli vétsi neZ polomér r koule ji ve-
psané?

Dalsim zptisobem, jak se vyhnout kresleni trojrozmérnym perem na trojrozmérny pa-
pir, je vybrat si jednu rovinu, ve které budeme déale provadét své vypocty. Pro nés je to
jednoznainé rovina ABC' (viz obrazek).
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M4-li krychle stranu délky a, pak r = 5. Protoze AB je uhlopiicka ctverce, plati
|AB| = a-+/2 .7 pravého obdelniku lze snadno vycist R = 7”‘AB|22+‘AD‘2 =a- §

a-

Poloméry jsou tedy v poméru % = T\/g =3

Nasledujici odstavce jsou vénovany kruhové inverzi a jeji trojrozmérné verzi, kulové
inverzi. Kruhova inverze je geometrické zobrazeni zadané stfedem S a polomérem r (neboli
kruznici). Jednodusge Fefeno, kruhova inverze zobrazi viechny body zeviti kruznice vné a
ze vnéjsku dovnitf.

Definice 3.1. Kruhovd inverze je zobrazeni f(S,r) : Eo — Es. Pro kazdy vzor X a jeho
obraz X' plati:

1. X' € SX
2. |1SX|-|SX'| = r?

Piiklad 3.3. Je ddn bod X a kruznice k se stredem S a polomérem r. Naleznéte obraz
bodu X v kruhové wnverzi podle kruznice k.

Sestrojme na kruznici bod A tak, aby byl thel |[<SAX| pravy a z néj spustme kolmici na
primku ﬁ Na paté této kolmice se nachéz{ obraz bodu X.
Diikaz: Trojahelniky SAX a SAX' jsou si podobné podle véty (uu), takze plati:
|ISA|  |SX|
[SX] ~ |54]
ISA]? = |SX]| - |SX/|
r? = |SX|-|SX/|
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Poznamka. Kruhovéa inverze pracuje jesté s tzv. Mébioviym bodem, coz je bod v nekoneénu,
kterym prochézi kazda piimka. Ten se v kruhové inverzi zobrazi na stied S a stfed S na
Mobitiv bod. Uvedme si ted nékolik vlastnosti:

e kazdy bod lezici na kruZnici se stfedem S a polomérem r je samodruzny (zobrazi se
sam na sebe)

e kazda kruznice neprochézejici stfedem .S se zobraz{ na kruznici neprochézejici stfedem

S
e kazda piimka prochazejici stfedem S je samodruZzné

e kazda pfimka neprochazejici stfedem S se zobrazi na kruZnici prochazejici stfedem
S a naopak

e kazda polorovina ohrani¢end piimkou a neobsahujici stied S se zobrazi do uzaviené
Casti roviny (mé konecny obsah), kterd je ohranicené obrazem piimky

e kazda polorovina ohrani¢end pifimkou a obsahujici stfed S, se zobrazi do oteviené
Casti roviny (mé nekonecny obsah), ktera je ohrani¢end obrazem primky

e zobrazeni zachovava thly

Priklad 3.4. Je ddna kruznice k se stfedem S a polomérem r a piimka p, kterd neprochdzi
stredem S a protind kruZnici ve dvou bodech, A a B. Popisté obraz pFimky v kruhové inverzi
podle kruznice k.

Piimka neprochéazi stfedem S, takZe se zobrazi na kruZnici prochézejici stfedem S.
Dale body A, B lezi na kruZnici k, takZe jsou samodruzné. Vime tedy, ze kruznice bude
prochazet stfedem S a body A a B, coz ji jednoznatné uréuje.

Kdyz rozsitime pojem kruhové inverze do trojrozmérného prostoru, ziskdme tzv. kulo-
VOU INVETZi.

Definice 3.2. Kulovd inverze je zobrazeni f(S,r) : E3 — Es. Pro kazdy vzor X a jeho
obraz X' plati:

I X'eSX
2. 1SX|-|SX'| = r?

Poznamka. I prostor, kde kulovou inverzi pouzivame, obsahuje jiz zminény Mobitv bod
a také ma jen jeden. Prochédzi jim nejen vSechny pfimky, ale i v8echny roviny, coZ ndm
rozsifuje vlastnosti inverze.

e kazdy bod lezici na sféfe (povrchu koule) je samodruzny
e kazd4 sféra neprochézejici stfedem S se zobrazi na sféru neprochézejici stfedem S
e kazda rovina prochdazejici stfedem .S je samodruZzna

e kazda rovina neprochézejici stfedem S se zobrazi na sféru prochézejici stfedem S a
naopak

e kazdy poloprostor ohraniceny rovinou, ktery obsahuje stfed S se zobrazi na otevienou
¢ast poloprostoru ohrani¢enou obrazem roviny
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e kazdy poloprostor ohrani¢eny rovinou, ktery neobsahuje stied S se zobrazi na uza-
vienou ¢ast poloprostoru ohranidenou obrazem roviny

Kruhova inverze se pouziva mimo jiné k feSeni nékterych tzv. Apoloniovijch wloh. To
jsou tulohy, kde je cilem najit kruznici spliujici t¥i podminky, kde kazdd podminka fika:
Lkruznice prochéazi danym bodem nebo se dotyka dané pifmky nebo tsecky*.

Priklad 3.5. Jsou ddny kruznice k,l a bod B. Sestrojte kruznici, kterd se obou kruznic
dotykd a bodem B prochdzi.
Regen{ vSak nechame na vas.

Prejeme hodné zdaru pii feSeni tloh.
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