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Pomocný text

Hrátky s t¥lesy

Tato série se zabývá °e²ením úloh v prostoru. Proto zde uvedeme n¥kolik málo metod
spolu s p°íklady, které vám mohou p°i °e²ení úloh pomoci.

P°íklad 3.1. Kolika nejmén¥ barvami lze obarvit st¥ny pravidelného osmist¥nu tak, aby

ºádné dv¥ st¥ny sousedící hranou nem¥ly stejnou barvu?

Úloha je samoz°ejm¥ triviální pro lidi s dobrou p°edstavivostí. Komu ale p°edstavivost
slouºí mén¥, m·ºe si pomoct p°evedením osmist¥nu do tzv. �rovinného grafu� .

Rovinný graf má stejn¥ vrchol·, hran i st¥n jako osmist¥n (pokud si p°edstavíme vn¥j²í
oblast jako samostatnou st¥nu). Dále z kaºdého vrcholu vychází odpovídající po£et hran
a kaºdá st¥na (i ta vn¥j²í) má odpovídající po£et stran. V podstat¥ se chová stejn¥ jako
osmist¥n. Vypadá takto:

Vidíme tedy, ºe osmist¥n lze takto obarvit dv¥ma barvami.

Poznámka. Do rovinného grafu lze p°evést jakýkoli konvexní mnohost¥n. Je to zp·sob, jak
si zakreslit trojrozm¥rný objekt na papír, pokud nás nezajímají vzdálenosti v mnohost¥nu.
V rovinném grafu také platí, stejn¥ jako v konvexních mnohoúhelnících, tzv. Eulerova v¥ta

o mnohost¥nech. Ta °íká, ºe ozna£íme-li V jako po£et vrchol· mnohost¥nu, H jako po£et
hran a S jako po£et st¥n, pak platí: V −H + S = 2.

P°íklad 3.2. kolikrát je polom¥r R koule opsané krychli v¥t²í neº polom¥r r koule jí ve-

psané?

Dal²ím zp·sobem, jak se vyhnout kreslení trojrozm¥rným perem na trojrozm¥rný pa-
pír, je vybrat si jednu rovinu, ve které budeme dále provád¥t své výpo£ty. Pro nás je to
jednozna£n¥ rovina

←−−→
ABC (viz obrázek).
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Má-li krychle stranu délky a, pak r = a
2 . Protoºe AB je úhlop°í£ka £tverce, platí

|AB| = a ·
√
2 . Z pravého obdelníku lze snadno vy£íst R =

√
|AB|2+|AD|2

2 = a ·
√
3
2 .

Polom¥ry jsou tedy v pom¥ru R
r = a·

√
3

a =
√
3

Následující odstavce jsou v¥novány kruhové inverzi a její trojrozm¥rné verzi, kulové
inverzi. Kruhová inverze je geometrické zobrazení zadané st°edem S a polom¥rem r (neboli
kruºnicí). Jednodu²e °e£eno, kruhová inverze zobrazí v²echny body zevit° kruºnice vn¥ a
ze vn¥j²ku dovnit°.

De�nice 3.1. Kruhová inverze je zobrazení f(S, r) : E2 → E2. Pro kaºdý vzor X a jeho

obraz X ′ platí:

1. X ′ ∈
−−→
SX

2. |SX| · |SX ′| = r2

P°íklad 3.3. Je dán bod X a kruºnice k se st°edem S a polom¥rem r. Nalezn¥te obraz

bodu X v kruhové inverzi podle kruºnice k.

S

k

r

X

A
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Sestrojme na kruºnici bod A tak, aby byl úhel |^SAX| pravý a z n¥j spus´me kolmici na
p°ímku

←→
SX. Na pat¥ této kolmice se nachází obraz bodu X.

D·kaz: Trojúhelníky SAX a SAX ′ jsou si podobné podle v¥ty (uu), takºe platí:

|SA|
|SX|

=
|SX ′|
|SA|

|SA|2 = |SX| · |SX ′|
r2 = |SX| · |SX ′|
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Poznámka. Kruhová inverze pracuje je²t¥ s tzv.Möbiovým bodem, coº je bod v nekone£nu,
kterým prochází kaºdá p°ímka. Ten se v kruhové inverzi zobrazí na st°ed S a st°ed S na
Möbi·v bod. Uve¤me si te¤ n¥kolik vlastností:

• kaºdý bod leºící na kruºnici se st°edem S a polom¥rem r je samodruºný (zobrazí se
sám na sebe)

• kaºdá kruºnice neprocházející st°edem S se zobrazí na kruºnici neprocházející st°edem
S

• kaºdá p°ímka procházející st°edem S je samodruºná

• kaºdá p°ímka neprocházející st°edem S se zobrazí na kruºnici procházející st°edem
S a naopak

• kaºdá polorovina ohrani£ená p°ímkou a neobsahující st°ed S se zobrazí do uzav°ené
£ásti roviny (má kone£ný obsah), která je ohrani£ená obrazem p°ímky

• kaºdá polorovina ohrani£ená p°ímkou a obsahující st°ed S, se zobrazí do otev°ené
£ásti roviny (má nekone£ný obsah), která je ohrani£ená obrazem p°ímky

• zobrazení zachovává úhly

P°íklad 3.4. Je dána kruºnice k se st°edem S a polom¥rem r a p°ímka p, která neprochází

st°edem S a protíná kruºnici ve dvou bodech, A a B. Popi²t¥ obraz p°ímky v kruhové inverzi

podle kruºnice k.
P°ímka neprochází st°edem S, takºe se zobrazí na kruºnici procházející st°edem S.

Dále body A,B leºí na kruºnici k, takºe jsou samodruºné. Víme tedy, ºe kruºnice bude
procházet st°edem S a body A a B, coº ji jednozna£n¥ ur£uje.

Kdyº roz²í°íme pojem kruhové inverze do trojrozm¥rného prostoru, získáme tzv. kulo-
vou inverzi.

De�nice 3.2. Kulová inverze je zobrazení f(S, r) : E3 → E3. Pro kaºdý vzor X a jeho

obraz X ′ platí:

1. X ′ ∈
−−→
SX

2. |SX| · |SX ′| = r2

Poznámka. I prostor, kde kulovou inverzi pouºíváme, obsahuje jiº zmín¥ný Möbi·v bod
a také má jen jeden. Prochází jím nejen v²echny p°ímky, ale i v²echny roviny, coº nám
roz²i°uje vlastnosti inverze.

• kaºdý bod leºící na sfé°e (povrchu koule) je samodruºný

• kaºdá sféra neprocházející st°edem S se zobrazí na sféru neprocházející st°edem S

• kaºdá rovina procházející st°edem S je samodruºná

• kaºdá rovina neprocházející st°edem S se zobrazí na sféru procházející st°edem S a
naopak

• kaºdý poloprostor ohrani£ený rovinou, který obsahuje st°ed S se zobrazí na otev°enou
£ást poloprostoru ohrani£enou obrazem roviny
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• kaºdý poloprostor ohrani£ený rovinou, který neobsahuje st°ed S se zobrazí na uza-
v°enou £ást poloprostoru ohrani£enou obrazem roviny

Kruhová inverze se pouºívá mimo jiné k °e²ení n¥kterých tzv. Apoloniových úloh. To
jsou úlohy, kde je cílem najít kruºnici spl¬ující t°i podmínky, kde kaºdá podmínka °íká:
�kruºnice prochází daným bodem nebo se dotýká dané p°ímky nebo úse£ky� .

P°íklad 3.5. Jsou dány kruºnice k, l a bod B. Sestrojte kruºnici, která se obou kruºnic

dotýká a bodem B prochází.

�e²ení v²ak necháme na vás.

P°ejeme hodn¥ zdaru p°i °e²ení úloh.
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