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D¥litelnost

Termín odeslání: 11. 12. 2017

auto°i: Matou² a Dominik

Text je rozd¥len na dv¥ £ásti. V první jsou uvedeny základní de�nice a poznatky tý-
kající se d¥litelnosti v celých £íslech. �tená°, který tyto základy jiº zná, si m·ºe v první
£ásti v²e jen rychle p°ipomenout a vrhnout se rovnou na druhou, abstraktn¥j²í £ást. V té
zkusíme roz²í°it my²lenku d¥litelnosti na obecn¥j²í struktury neº p°irozená nebo celá £ísla.
Zavedeme obecn¥j²í de�nici a pokusíme se ji aplikovat v konkrétních p°íkladech.

Základní pojmy

De�nice 2.1. Uvaºme dv¥ celá £ísla a, b (zna£íme a, b ∈ Z). �ekneme, ºe a d¥lí b, psáno
a|b práv¥ tehdy, kdyº existuje n¥jaké c ∈ Z takové, ºe platí a · c = b. �íslo a se pak nazývá
d¥litelem £ísla b.

P°íklad 2.1. Kolik má 0 d¥litel·?

Z de�nice vyplývá, ºe aby bylo n¥jaké £íslo a d¥litelem nuly, musí spl¬ovat rovnici
a · b = 0 pro n¥jaké b ∈ Z. Pokud se ale b bude rovnat nule, m·ºe být d¥litelem nuly
kterékoliv celé £íslo. Odtud vidíme, ºe pro kaºdé a ∈ Z platí a|0.

P°íklad 2.2. Kolik £ísel d¥lí nula?

Op¥t se budeme °ídit de�nicí. Hledáme tedy a ∈ Z takové, ºe 0 ·b = a pro n¥jaké b ∈ Z.
Jenºe pro libovolné takové b platí, ºe 0 · b = 0. Jediné £íslo, které tedy nula d¥lí, je nula.

De�nice 2.2. M¥jme celá £ísla a, b. Libovolné celé £íslo m takové, ºe m|a, m|b se na-
zývá spole£ný d¥litel £ísel a, b. Nezáporný spole£ný d¥litel £ísel a, b, který je d¥litelný
libovolným spole£ným d¥litelem £ísel a, b, se nazývá nejv¥t²í spole£ný d¥litel £ísel a, b a
zna£í se (a, b).

De�nice 2.3. M¥jme celá £ísla a, b. Libovolné celé £íslo n takové, ºe a|n, b|n se nazývá
spole£ný násobek £ísel a, b. Nezáporný spole£ný násobek £ísel a, b, který d¥lí libovolný spo-
le£ný násobek £ísel a, b, se nazývá nejmen²í spole£ný násobek £ísel a, b a zna£í se [a, b].

De�nice 2.4. Pokud pro dv¥ celá £ísla platí (a, b) = 1, °ekneme, ºe jsou tzv. nesoud¥lná.
Pro nesoud¥lná £isla platí [a, b] = a·b. V opa£ném p°ípad¥ °ekneme, ºe jsou £ísla soud¥lná.

V¥ta 2.1. Pro libovolná a, b ∈ Z platí (a, b) · [a, b] = a · b.

D�KAZ: V¥ta je triviální pro a a b nesoud¥lná (viz poznámka). Pakliºe jsou £ísla sou-
d¥lná, ozna£me x nejv¥t²ího spole£ného d¥litele £ísel a, b a zapi²me £ísla jako a = x · a′
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a b = x · b′. �ísla a′, b′ jsou nyní nesoud¥lná. Kdyby nebyla, existoval by n¥jaký jejich
spole£ný d¥litel y:y|a′, y|b′, pak xy je spole£ný d¥litel a, b a platilo by x|xy, takºe x by
nebyl nejv¥t²í spole£ný d¥litel a, b.

Jelikoº jsou £ísla a′, b′ nesoud¥lná, platí [a′, b′] = a′ · b′. Coº znamená, ºe v²echny
spole£né násobky musí být d¥litelné £íslem a′ · b′, a tudíº v²echny spole£né násobky £ísel
a = x · a′, b = x · b′ musí být d¥litelné £íslem a′ · b′ · x. �íslo a′ · b′ · x je tedy nejmen²ím
spole£ným násobkem a, b.

Kone£n¥ dostáváme (a, b) · [a, b] = x · a′ · b′ · x = a · b.

De�nice 2.5. P°irozené £íslo p nazveme prvo£íslem, pokud existují práv¥ dva kladní
d¥litelé £ísla n, a sice 1 a samotné n. V opa£ném p°ípad¥ a pokud n 6= 1, °ekneme, ºe je
£íslo n sloºené.

Poznámka. Prvo£íslo je se v²emi celými £ísly krom¥ svých násobk· nesoud¥lné.

V¥ta 2.2. Kaºdé p°izené £íslo v¥t²í neº 1 lze rozloºit na sou£in kone£n¥ mnoha prvo£ísel,
a to jednozna£n¥, aº na po°adí £initel·.

D�KAZ: Neuveden pro svoji délku.

Levá a pravá d¥litelnost

My²lenka na úvod:

Jeden z p°ístup· k d¥litelnosti by mohl být následující: a d¥lí b, jestliºe �b d¥leno a�
dopadne dob°e, nap°íklad bude celé £íslo. Problém je ale v tom, ºe s d¥lením jako operací
se nedá moc dob°e pracovat (uº v celých £íslech máme problém s d¥lení nulou a na dal²ích
strukturách se �d¥leno� t¥ºko zavádí). To znamená ºe obecn¥ se na d¥litelnost musíme
koukat pouze pomocí násobení. Tedy a d¥lí b, jestliºe a umíme n¥£ím vhodn¥ vynásobit
tak, aby sou£in byl b. Musíme si ale dát pozor, nebo´ obecné �násobení� se nemusí vºdy
chovat tak hezky, jak jsme zvyklí, a proto je t°eba rozli²ovat mezi dv¥ma typy d¥litelnosti
(ukáºeme si pozd¥ji na p°íkladech):

De�nice 2.6. Je dána mnoºina A a operace ∗ : u ∗ v = w pro u, v, w ∈ A. �ekneme, ºe
prvek a d¥lí b zleva, jestliºe existuje q ∈ A tak, ºe b = a ∗ q. �íkáme, ºe a je levý d¥litel

prvku b. Obdobn¥ prvek a d¥lí b zprava, jestliºe existuje r ∈ A tak, ºe b = r∗a, a je pravý
d¥litel prvku b.

Poj¤me si tuto abstraktní de�nici trochu �o²ahat� :

P°íklad 2.3. Pokud si místo mnoºiny A p°edstavíme mnoºinu celých £ísel Z a místo ∗
klasické násobení ·, vidíme, ºe levá i pravá d¥litelnost je to samé jako klasická d¥litelnost v Z.
Platí totiº q · a = a · q a kaºdý levý d¥litel je zárove¬ pravý d¥litel, proto zde nemá smysl
d¥litelnosti rozli²ovat.

P°íklad 2.4. Dal²í p°íklad ukazuje operaci na mnoºin¥ trojic celých £ísel, u které záleºí
na po°adí operand·, a tedy záleºí, zda uvaºujeme pravou nebo levou d¥litelnost:

∗ : (a, b, c) ∗ (d, e, f) = (ad, ae+ bf, cf) 6= (ad, db+ ec, cf) = (d, e, f) ∗ (a, b, c)
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Trojice (3, 1, 5) je pravý d¥litel (36, 32, 35), nebo´ lze najít trojici (12, 4, 7), ºe (36, 32, 35) =
(12, 4, 7)∗(3, 1, 5). Ukáºeme, ºe (3, 1, 5) není levý d¥litel. Podle de�nice by musela existovat
trojice (d, e, f) tak, ºe (36, 32, 35) = (3, 1, 5) ∗ (d, e, f) = (3d, 3e+ f, 5f).

Porovnáním jednotlivých sloºek dostáváme:

36 = 3d⇒ d = 12

35 = 5f ⇒ f = 7

32 = 3e+ 7⇒ 25 = 3e

To ale nem·ºe nastat, protoºe e má být celé £íslo.

P°íklad 2.5. Vezm¥me mnoºinu lineárních funkcí s celo£íselnými koe�cienty a operaci
skládání:

f(x) = ax+ b, g(x) = cx+ d, a, b, c, d ∈ Z, f ◦ g = f(g(x)) = a(cx+ d) + b

I zde záleºí na po°adí, v jakém funkce skládáme:

f ◦ g 6= g ◦ f
a(cx+ d) + b 6= c(ax+ b) + d

acx+ ad+ b 6= cax+ cb+ d

Ukáºeme, ºe kaºdá lineární funkce má n¥kone£n¥ mnoho levých d¥litel·.
Nech´ h(x) = ux+ v. �íslo u m·ºeme napsat jako u = 1 ·u. Dále zvolme libovolné celé

£íslo c. Funkce g(x) = ux + c d¥lí h(x), nebo´ existuje funkce f(x) = 1x + (v − c), která
po sloºení s g(x) dává f ◦ g = f(g(x)) = 1(ux + c) + v − c = ux + v, a tedy g(x) je levý
d¥litel funkce h(x). �íslo c v²ak bylo libovolné, proto je takových d¥litel· nekone£n¥ mnoho.

P°íklad 2.6. Vezm¥me nyní racionální £ísla Q s násobením jak jsme zvyklí. Op¥t díky to
u, ºe nezáleºí na po°adí £initel· (q · a = a · q) nemusíme rozli²ovat mezi pravou a levou
d¥litelností. Zkuste se nyní znovu po°ádn¥ podívat na de�nici a zamyslet se, kolik d¥litel·
má £íslo 1 a kolik d¥litel· má potom libovolné racionální £íslo.

Záv¥rem textu p°ejeme hodn¥ zdaru p°i °e²ení úloh.
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