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DELITELNOST
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autori: Matous a Dominik

Text je rozdélen na dvé ¢asti. V prvni jsou uvedeny zakladni definice a poznatky ty-
kajici se délitelnosti v celych &islech. étenéf, ktery tyto zaklady jiz zna, si muZe v prvni
Casti vSe jen rychle pfipomenout a vrhnout se rovnou na druhou, abstraktnéjsi ¢ast. V té
zkusime rozsifit myslenku délitelnosti na obecnéjsi struktury nez prirozena nebo cela &isla.
Zavedeme obecnéjsi definici a pokusime se ji aplikovat v konkrétnich ptikladech.

Zakladni pojmy

Definice 2.1. Uvazme dvé celd ¢isla a,b (znacime a,b € 7). Rekneme, Ze a déli b, psdno
alb prave tehdy, kdyz existuje néjaké ¢ € 7 takové, Ze plati a - ¢ = b. Cislo a se pak nazijvd
délitelem cisla b.

Piiklad 2.1. Kolik mad 0 déliteld?

7 definice vyplyva, Ze aby bylo né&jaké ¢islo a délitelem nuly, musi spliiovat rovnici
a-b = 0 pro néjaké b € Z. Pokud se ale b bude rovnat nule, mize byt délitelem nuly
kterékoliv celé ¢islo. Odtud vidime, Ze pro kazdé a € Z plati al|0.

Priklad 2.2. Kolik ¢isel deli nula?

Opét se budeme ¥idit definici. Hleddme tedy a € Z takové, Ze 0-b = a pro néjaké b € Z.
Jenze pro libovolné takové b plati, ze 0 - b = 0. Jediné &fslo, které tedy nula déli, je nula.

Definice 2.2. Méjme celd c¢isla a,b. Libovolné celé cislo m takové, Ze ml|a, m|b se na-
zjvd spoleény délitel cisel a,b. Nezdporny spolecny délitel cisel a,b, ktery je deélitelny
libovolnym spolecnym délitelem cisel a, b, se nazjvd nejvétsi spoleény délitel cisel a,b a
znadi se (a,b).

Definice 2.3. Méjme celd ¢isla a,b. Libovolné celé ¢islo n takové, Ze aln, bin se nazjvd
spoleé¢nyj ndsobek cisel a,b. Nezdporny spolecnij ndsobek ¢isel a,b, ktery déli libovolny spo-
lecny ndsobek ¢isel a,b, se nazjvd nejmensi spoleény ndsobek éisel a,b a znaéi se [a,b.

s v

Definice 2.4. Pokud pro dvé celd ¢isla plati (a,b) = 1, Fekneme, Ze jsou tzv. nesoudélnd.
Pro nesoudélnd ¢isla plati [a,b] = a-b. V opacném piipadé rekneme, Ze jsou c¢isla soudélnd.

Véta 2.1. Pro libovolnd a,b € Z plati (a,b) - [a,b] = a - b.
DUKAZ: Véta je trivialni pro a a b nesoudélna (viz poznamka). Paklize jsou &isla sou-

délna, ozname x nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a,b a zapiSme ¢isla jako a = z - d/

BRKOS Team 2017



XXIV. ro¢nik BRKOS 2017/2018

ab=x V. Cisla a,V jsou nyni nesoudélna. Kdyby nebyla, existoval by n&jaky jejich
spoletny délitel y:y|a’, y|b', pak xy je spoletny délitel a,b a platilo by z|zy, takze x by
nebyl nejvétsi spolec¢ny délitel a, b.

Jelikoz jsou ¢isla o/, b’ nesoudélnd, plati [a/,b'] = a - b'. Coz znamend, ze vSechny
spoleéné nasobky musi byt délitelné éislem a’ - o/, a tudiz vSechny spole¢né nésobky ¢isel
a=ux-d,b=x-b musf byt delitelné &slem o’ - b - 2. Cislo @ - V' - z je tedy nejmensim
spoleénym nasobkem a, b.

Konetné dostavame (a,b) - [a,b] =2 -a’ -V -z =a-b.

Definice 2.5. Prirozené c¢islo p nazveme prvocislem, pokud existuji prdvé dva kladni
delitelé ¢isla n, a sice 1 a samotné n. V opacéném piipadé a pokud n # 1, fekneme, Ze je
cislo n slozZené.

Poznamka. Prvodislo je se vSemi celymi ¢fsly kromé svych nasobkd nesoudélné.

Véta 2.2. Kazdé prizené ¢islo vétsi nez 1 lze rozloZit na soudin koneéné mnoha prvocisel,
a to jednoznacné, aZ na poradi ciniteld.

DUKAZ: Neuveden pro svoji délku.

Leva a prava délitelnost

Myslenka na tvod:

Jeden z pristupi k délitelnosti by mohl byt nasledujici: a déli b, jestlize b déleno a
dopadne dobfe, napiiklad bude celé ¢islo. Problém je ale v tom, Ze s délenfm jako operaci
se nedd moc dobie pracovat (uz v celych ¢islech méame problém s déleni nulou a na dalgich
strukturach se ,dé&leno® tézko zavadi). To znamena Ze obecné se na délitelnost musime
koukat pouze pomoci nasobeni. Tedy a déli b, jestlize a umime nééim vhodné vynésobit
tak, aby soudin byl b. Musime si ale dat pozor, nebot obecné ,néasobeni“ se nemusi vzdy
chovat tak hezky, jak jsme zvykli, a proto je tfeba rozliSovat mezi dvéma typy délitelnosti
(ukazeme si pozdé&ji na piikladech):

Definice 2.6. Je ddina mnoZina A a operace * : uxv = w pro u,v,w € A. }éekneme, ze
prvek a déli b zleva, jestlize existuje q € A tak, Ze b= axq. Rz’kdme, Ze a je levy délitel
proku b. Obdobné prvek a déli b zprava, jestlize existuje r € A tak, Ze b = rx*a, a je pravy
délitel proku b.

Pojdme si tuto abstraktni definici trochu ,o8ahat*:

Piiklad 2.3. Pokud si misto mnoZziny A piedstavime mnoZinu celych Cisel Z a misto x
klasické nasobenf -, vidime, ze leva i prava délitelnost je to samé jako klasicka délitelnost v Z.
Plati totiz ¢ - a = a - q a kazdy levy délitel je zaroven pravy délitel, proto zde nemé smysl
délitelnosti rozlisovat.

Piiklad 2.4. Dalsi priklad ukazuje operaci na mnoZziné trojic celych éisel, u které zalezi
na potradi operandd, a tedy zéleZi, zda uvazujeme pravou nebo levou délitelnost:

*:(a,b,¢) x (dye, f) = (ad,ae + bf, cf) # (ad, db+ ec, cf) = (d, e, f) * (a,b,¢)
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Trojice (3,1, 5) je pravy délitel (36, 32, 35), nebot 1ze najit trojici (12,4, 7), 7Ze (36,32, 35) =
(12,4,7)%(3,1,5). Ukdzeme, ze (3,1, 5) neni levy délitel. Podle definice by musela existovat
trojice (d, e, f) tak, ze (36,32,35) = (3,1,5) = (d,e, f) = (3d,3e + f,5f).

Porovnéanim jednotlivych slozek dostdvame:

36=3d=d=12
3b=5f=f=7
32=3e+7=25=3e

To ale nemtiZe nastat, protoZe e ma byt celé éislo.

Piiklad 2.5. Vezméme mnozinu linedrnich funkei s celociselnymi koeficienty a operaci
skladéni:

flx)=ax+b,9(x) =cx+d,a,b,c,d€Z,fog= f(g(x)) =alcx+d)+b
I zde zaleZi na poradi, v jakém funkce skladame:

fog#gof
a(cx +d) + b # clax +b) +d
acx +ad+b# cax +cb+d

Ukézeme, ze kazd4 linearni funkce ma nékonecné mnoho levych délitelt.

Necht h(z) = uz +v. Cislo u mizeme napsat jako u = 1-u. Dale zvolme libovolné celé
¢islo ¢. Funkce g(z) = ux + ¢ déli h(x), nebot existuje funkce f(x) = lx + (v — ¢), ktera
po slozeni s g(x) dava fog = f(g(z)) = L(ux + ¢) + v — ¢ = ux + v, a tedy g(x) je levy
delitel funkce h(x). Cislo ¢ viak bylo libovolné, proto je takovych délitelii nekone¢ns mnoho.

Priklad 2.6. Vezméme nyni racionélni ¢isla Q s nasobenim jak jsme zvykli. Opét diky to
u, ze nezalezi na pofadi ¢initelt (¢ - @ = a - ¢) nemusime rozlifovat mezi pravou a levou
délitelnosti. Zkuste se nyni znovu pofadné podivat na definici a zamyslet se, kolik déliteli
ma ¢islo 1 a kolik déliteli ma potom libovolné racionélni ¢islo.

Zavérem textu pfejeme hodné zdaru pfi feSeni tloh.
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