
XXIII. ro£ník BRKOS 2016/2017

Pomocný text

3D

autor: Vojta

V této sérii si budeme povídat o mnoºinách bod· v prostoru. Spousta z vás ur£it¥ zná z
planimetrie úlohy, kde hledáte mnoºiny v²ech bod·, které mají ur£itou vlastnost. Typicky:
�Najd¥te v rovin¥ mnoºinu v²ech bod·, které mají konstantní pom¥r vzdáleností od dvou
zadaných bod·�1. Pokud si myslíte, ºe jste tyto úlohy nepotkali, tak se pravd¥podobn¥
mýlíte. Drtivá v¥t²ina objekt· v rovin¥ je mnoºina bod· mající n¥jakou vlastnost. Vºdy´
prachoby£ejná kruºnice je mnoºina v²ech bod·, které jsou stejn¥ vzdálené od jednoho pev-
ného bodu - st°edu. Nebo je²t¥ jednodu²²í p°íklad: Osa úse£ky je p°eci mnoºina v²ech bod·,
které mají stejnou vzdálenost od krajních bod· úse£ky.

Ve ²kole jste se v²ak dosud málo setkali s pojmem mnoºina bod·, která se vztahuje
na prostorové útvary. V tomto povídaní si toto téma osv¥tlíme. V celém textu budeme
pouºívat zkratky m. b. = mnoºina bod· a m. v. b = mnoºina v²ech bod·. Dosti uº plkání.

1.1 De�nice

Prostorem rozumíme klasický trojrozm¥rný euklidovský prostor. Mnoºina M v²ech bod·
prostoru, které mají danou vlastnost V , je mnoºina bod·, pro kterou sou£asn¥ platí:

• Kaºdý bod mnoºiny M má vlastnost V .

• Kaºdý bod prostoru, který má vlastnost V , pat°í do mnoºiny M.

Jinými slovy: Dokáºeme-li o mnoºin¥ M , ºe kaºdý její bod má vlastnost V , dokázali
jsme, ºe je M m.b., které mají vlastnost V . Chceme-li dokázat, ºe M je mnoºinou v²ech

bod· (m.v.b.), které mají vlastnost V , musíme je²t¥ dokázat, ºe kaºdý bod, který má vlast-
nost V pat°í do mnoºiny M .

1.2 Základní pojmy

Pro ty, kte°í si pot°ebují osv¥ºit n¥které pojmy, které budeme pot°ebovat, je nachystaný
tento odstavec.

1Jde o Apolloniovu kruºnici, ale tu v této sérii °e²it nebudeme.
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• M. v. b. C v rovin¥, z kterých je vid¥t danou úse£kuAB pod pravým úhlem (|^ACB| =
90o), je kruºnice nad pr·m¥rem AB. Tato kruºnice se nazývá Thaletova.

• M. v. b. v rovin¥, které mají stejný sou£et vzdáleností od dvou pevn¥ zvolených bod·
- ohnisek, se nazývá elipsa. Rotací elipsy kolem jedné z jejích os dostaneme rota£ní
elipsoid.

• Hyperbola je m. v. b. v rovin¥ o dané absolutní hodn¥ rozdílu vzdáleností od dvou
pevných ohnisek. Podobn¥ rotací hyperboly vznikne rota£ní hyperboloid dvoudílný
nebo jednodílný, podle toho jestli rotuje podle hlavní £i vedlej²í osy.

• Parabola je m. v. b. v rovin¥, které jsou stejn¥ vzdáleny od dané p°ímky jako od
daného bodu, který na ní neleºí. Rotací paraboly kolem její osy dostaneme rota£ní
paraboloid.

• Sféra (kulová plocha) je m. v. b., které mají stejnou vzdálenost od zadaného bodu
- st°edu. Sféra vznikne rotací kruºnice kolem jejího libovolného pr·m¥ru. Pr·nikem
sféry a roviny je kruºnice, bod nebo prázdná mnoºina.

• Rota£ní válcová plocha je m. v. b. v prostoru, které mají stejnou vzdálenost od zadané
°ídící p°ímky. M·ºeme ji dostat také rotací p°ímky rovnob¥ºné s osou rotace kolem
osy rotace. Pr·nikem rota£ní válcové plochy a roviny je dvojice p°ímek, jedna p°ímka,
prázdná mnoºina nebo elipsa (p°ípadn¥ kruºnice).

• Rota£ní kuºelová plocha vznikne rotací p°ímky kolem osy rotace, se kterou je p°ímka
r·znob¥ºná. Pr·nikem rota£ní kuºelové plochy a roviny m·ºeme dostat dvojici p°í-
mek, elipsu, parabolu nebo hyperbolu.

1.3 Mocnost bodu ke kulové plo²e

P°i vy²et°ování mnoºin bod· v rovin¥ se nám £asto hodí mocnost bodu ke kruºnici. P°i-
pome¬me si, o£ jde, a odvo¤me ekvivalentní tvrzení v prostoru.

Je dán bod M a kruºnice k se st°edem v bod¥ O a polom¥rem r. Sestrojíme-li bodem
M se£nu a kruºnice k a ozna£íme-li A, A′ spole£né body kruºnice k a se£ny a, pak platí o
velikostech úse£ek MA, MA′ vztah

|MA| · |MA′| = ||MO|2 − r2| = konst. (1)

�íslo |MO|2 − r2 se nazývá mocnost bodu M ke kruºnici k. Nyní snadno dokáºeme
platnost prostorového vztahu, který vyjad°uje mocnost bodu ke kulové plo²e κ(O, r). Plo-
chu κ m·ºeme vytvo°it otá£ením kruºnice k(O, r) kolem osy MO, takºe vztah (1) platí
hned také pro v²echny kruºnice plochy κ vzniklé otá£ením kruºnice k kolem osy MO (za
p°edpokladuM 6= O) a £íslo |MO|2− r2 udává i mocnost boduM k plo²e κ. Je-liM = O,
otá£íme kruºnici k kolem libovolné p°ímky procházející bodem O.

1.4 �e²ené p°íklady

P°íklad 1.1. Je dána rovina ρ, v ní bod A a mimo ni bod B. Ur£ete m. v. b., které jsou
patou kolmice vedené bodem B k p°ímce, jeº prochází bodem A a leºí v rovin¥ ρ.
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�e²ení. Hledaná m. v. b. obsahuje z°ejm¥ jen body, které leºí v rovin¥ ρ. P°edpokládejme
nejprve, ºe kolmice vedená bodem B k rovin¥ ρ protíná rovinu v bod¥ P 6= A. Bod P je
jeden bod na²í m. b., nebo´ je patou kolmice vedené bodem B k p°ímce AP . Rovn¥º bod A
pat°í do na²í m. b., protoºe je patou kolmice vedené bodem B k p°ímce, která leºí v rovin¥
ρ, prochází bodem A a je kolmá na p°ímku AP . Zvolme dále v rovin¥ ρ libovolnou p°ímku
p procházející bodem A, r·znou od p°ímky AP . Ozna£meM patu kolmice q vedené bodem
B k p°ímce p. Snadno dokáºeme, ºe p°ímka PM je kolmá k p°ímce p. Je totiº p ⊥ BM a
p ⊥ BP , protoºe BP ⊥ ρ. Odtud vyplývá, ºe je p°ímka p kolmá ke v²em p°ímkám roviny
BMP , a tedy p ⊥ PM . Proto body M leºí v rovin¥ ρ na Thaletov¥ kruºnici k sestrojené
nad pr·m¥rem AP . Tím jsme ukázali, ºe hledaná m. v. b. je podmnoºinou k (kaºdý bod,
který spl¬uje zadání leºí na k). Musíme je²t¥ ukázat, ºe kaºdý bod z k spl¬uje zadání.
Nebo-li ukázat, ºe k neobsahuje, ºádné body navíc.

Zvolíme-li obrácen¥ libovolný bod M (M 6= A,M 6= P ) na kruºnici k, pak platí
AM ⊥ PM (bod M leºí na k), AM ⊥ BP , a tedy i AM je kolmá k rovin¥ BPM , a
proto je AM ⊥ BM . Protoºe také body A,P kruºnice k pat°í do hledané m. b., dokázali
jsme, ºe hledanou m.v.b. je Thaletova kruºnice k.
Ve zvlá²tním p°ípad¥, kdy AB ⊥ ρ je hledaná m. v. b. z°ejm¥ pouze bod A.

Na tomto p°íklad¥ bylo vid¥t, ºe je pot°eba rozli²it r·zné polohy zadaných bod·, protoºe
se podle nich m¥ní výsledek úlohy.

P°íklad 1.2. Je dána rovina σ a dv¥ mimob¥ºné p°ímky a, b, které jsou rovnob¥ºné s
rovinou σ a jeº mají od roviny σ stejnou vzdálenost. Ur£ete v rovin¥ σ mnoºinu st°ed·
v²ech kulových ploch, které se dotýkají daných p°ímek a, b.

�e²ení. Jestliºe je bod M roviny σ st°edem kulové plochy κ, která se dotýká p°ímek a, b
v bodech A,B, pak je p°ímka MA kolmá k p°ímce a, p°ímka MB je kolmá k p°ímce b a je
|MA| = |MB|. Ozna£me a′, b′ pravoúhlé pr·m¥ty p°ímek a, b do roviny σ a P , resp. Q patu
kolmice vedené bodem A k p°ímce a′, resp. bodem B k p°ímce b′. Protoºe je |AP | = |BQ|
a úhly APM,BQM jsou pravé, jsou pravúhlé trojúhelníky MAP , MBQ shodné. Proto je
|MP | = |MQ|. Leºí tedy nutn¥ bod M na ose o úhlu p°ímek a′, b′.
Obrácen¥, zvolíme-li na jedné z os o ⊥ o′ p°ímek a′, b′ libovolný bod M , pak ze shodných
trojúhelník· MAP , MBQ snadno dokáºeme, ºe bod M má od p°ímek a, b stejn¥ velké
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vzdálenosti, a lze tedy sestrojit kulovou plochu se st°edem v bod¥ M , která se dotýká
p°ímek a, b. To z°ejm¥ platí i v p°ípad¥, kdy za bod M zvolíme pr·se£ík os o, o′.
Hledanou mnoºinou v²ech bod· je sjednocení os o, o′.

1.5 Rady nakonec

To´ v²e k na²emu stru£nému úvodu do této problematiky. Jako vºdy vám p°ejeme hodn¥
zdaru p°i °e²ení úloh. Na záv¥r máme pro vás pár tip·:

• Nebojte se pouºít 3D roz²í°ení geogebry. Tu si m·ºete bu¤ stáhnout nebo vyuºít
online verze. Ze za£átku m·ºe být ovládání nemotorné, nicmén¥ rychle si zvyknete.
Platí pravidlo, ºe hezký obrázek pom·ºe, ²patný u²kodí. A opravujícím také zvednete
náladu!

• V této sérii budou orgové velmi p°ísní na ty, kte°í se rozhodnou °e²it první £ty°i úlohy
analyticky (zavedení soustavy sou°adnic, po£ítání rovnic do vy£erpání,...). Cílem této
série je rozvinout geometrickou p°edstavivost v prostoru, coº by se v tomto p°ípad¥
úpln¥ minulo ú£inkem. Kdo se i p°es na²e varování rozhodne jít touto cestou, tomu
úlohu opravíme, ale budeme piln¥ hledat chyby ve výpo£tech! Na ty ostatní budeme
mírní :).

• Nezapome¬te dokázat oba �sm¥ry� úlohy. Tvrdíte-li o M , ºe je hledanou m. v. b.,
musíte dokázat, ºe kaºdý její bod spl¬uje zadání a ºádný jiný to nespl¬uje. Rozli²ujte
m. b. daných vlastností a m. v. b. daných vlastností. Více viz vý²e.

• Nezapome¬te rozmyslet r·zné polohy zadaných bod·, zvlá²t¥ krajní p°ípady.

• Pokud n¥koho zajímá tato problematika více a chce si n¥co najít na internetu, tak v
angli£tin¥ se m. v. b. dané vlastností nazývá locus.

• Pokud nebude cokoliv jasné, tak se nebojte zeptat. Bu¤ m·ºete napsat na brkosí
mail, na m·j (najdete na webu) nebo mi napi²te na facebooku.
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