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Pomocny text
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autor: Vojta

V této sérii si budeme povidat o mnoZindch bodi v prostoru. Spousta z vas urité zni z
planimetrie ulohy, kde hledate mnoziny vSech bodt, které maji uréitou vlastnost. Typicky:
»,Najdéte v roviné mnozinu vSech bodi, které maji konstantni pomér vzdéalenosti od dvou
zadanych boda“!. Pokud si myslite, ze jste tyto tlohy nepotkali, tak se pravdépodobné
mylite. Drtiva vét§ina objektl v roviné je mnozina bodd majici né&jakou vlastnost. Vzdyt
prachoby¢ejnd kruznice je mnozina vSech bodi, které jsou stejné vzdalené od jednoho pev-
ného bodu - stfedu. Nebo jesté jednodussi piiklad: Osa tsecky je pfeci mnozina vSech bodi,
které maji stejnou vzdalenost od krajnich bodi tsecky.

Ve gkole jste se v8ak dosud malo setkali s pojmem mnozina bodi, kterd se vztahuje
na prostorové dtvary. V tomto povidani si toto téma osvétlime. V celém textu budeme
pouzivat zkratky m. b. = mnozina bodti a m. v. b = mnozina vSech bod. Dosti uz plkani.

1.1 Definice

Prostorem rozumime klasicky trojrozmérny euklidovsky prostor. MnoZzina M vSech bodi
prostoru, které maji danou vlastnost V', je mnozina boda, pro kterou soucasné plati:

o Kazdy bod mnoziny M m4 vlastnost V.
e Kazdy bod prostoru, ktery mé vlastnost V, patti do mnoziny M.

Jinymi slovy: Dokadzeme-li o mnoziné M, 7e kazdy jeji bod ma vlastnost V', dokazali
jsme, Ze je M m.b., které maji vlastnost V. Chceme-li dokazat, ze M je mnoZinou vSech
bodii (m.v.b.), které maji vlastnost V', musime jesté dokazat, ze kazdy bod, ktery ma vlast-
nost V patii do mnoZiny M.

1.2 Zakladni pojmy

Pro ty, ktefi si potfebuji osvézit nékteré pojmy, které budeme potifebovat, je nachystany
tento odstavec.

'Jde o Apolloniovu kruznici, ale tu v této sérii fesit nebudeme.
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e M. v.b. C vroving, z kterych je vidét danou tsecku AB pod pravym thlem (|[<ACB| =
90°), je kruznice nad prumérem AB. Tato kruznice se nazyva Thaletova.

e M. v. b. v roving, které maji stejny soucet vzdalenosti od dvou pevné zvolenych bod
- ohnisek, se nazyvé elipsa. Rotaci elipsy kolem jedné z jejich os dostaneme rotaéni
elipsoid.

e Hyperbola je m. v. b. v roviné o dané absolutni hodné rozdilu vzdéalenosti od dvou
pevnych ohnisek. Podobné rotaci hyperboly vznikne rota¢ni hyperboloid dvoudilny
nebo jednodilny, podle toho jestli rotuje podle hlavni ¢i vedlejsi osy.

e Parabola je m. v. b. v roviné, které jsou stejné vzdaleny od dané piimky jako od
daného bodu, ktery na nf nelezi. Rotaci paraboly kolem jeji osy dostaneme rotaéni
paraboloid.

e Sféra (kulova plocha) je m. v. b., které maji stejnou vzdalenost od zadaného bodu
- stfedu. Sféra vznikne rotaci kruznice kolem jejiho libovolného priméru. Prinikem
sféry a roviny je kruznice, bod nebo prazdna mnoZzina.

e Rotadéni vilcova plocha je m. v. b. v prostoru, které maji stejnou vzdalenost od zadané
fidici pfimky. MtZzeme ji dostat také rotaci pfimky rovnobézné s osou rotace kolem
osy rotace. Prinikem rotacéni valcové plochy a roviny je dvojice pfimek, jedna p¥imka,
prazdna mnozina nebo elipsa (piipadné kruznice).

e Rotacni kuZzelové plocha vznikne rotaci pfimky kolem osy rotace, se kterou je pfimka
rtiznobézna. Prinikem rotacni kuzelové plochy a roviny mutzeme dostat dvojici pii-
mek, elipsu, parabolu nebo hyperbolu.

1.3 Mocnost bodu ke kulové plose

Pti vysetfovani mnozin bodl v roviné se ndm c¢asto hodi mocnost bodu ke kruznici. Pfi-
pomenme si, o¢ jde, a odvodme ekvivalentni tvrzeni v prostoru.

Je dan bod M a kruZnice k se stfedem v bodé O a polomérem r. Sestrojime-li bodem
M se¢nu a kruznice k a oznacime-li A, A’ spole¢né body kruznice k a se¢ny a, pak plati o
velikostech tisecek M A, M A’ vztah

IMA|- |MA'| = ||[MO]* — r? = konst. (1)

Cislo |[MO|?> — 72 se nazgva mocnost bodu M ke kruznici k. Nyni snadno dokazeme
platnost prostorového vztahu, ktery vyjadiuje mocnost bodu ke kulové plose (O, r). Plo-
chu s mizeme vytvofit ota¢enim kruznice k(O,r) kolem osy MO, takze vztah (1) plati
hned také pro v8echny kruznice plochy s vzniklé otacenim kruznice k kolem osy MO (za
piedpokladu M # O) a &islo |MO|? —r? udava i mocnost bodu M k ploge s. Je-li M = O,
otatime kruznici k kolem libovolné pfimky prochazejici bodem O.

1.4 Resené priklady

Ptiklad 1.1. Je déna rovina p, v ni bod A a mimo ni bod B. Uréete m. v. b., které jsou
patou kolmice vedené bodem B k pfimce, jez prochdzi bodem A a lezi v roviné p.
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Regeni. Hledana m. v. b. obsahuje zfejmé jen body, které lezi v roving p. Predpokladejme
nejprve, ze kolmice vedena bodem B k roviné p protiné rovinu v bodé P # A. Bod P je
jeden bod nasi m. b., nebot je patou kolmice vedené bodem B k p¥imce AP. Rovnéz bod A
patii do nagi m. b., protoZe je patou kolmice vedené bodem B k p¥imce, kterd lezi v roviné
p, prochazi bodem A a je kolma na piimku AP. Zvolme déle v roviné p libovolnou piimku
p prochézejici bodem A, rtiznou od piimky AP. Oznaéme M patu kolmice g vedené bodem
B k pfimce p. Snadno dokdzeme, ze primka PM je kolméa k p¥imce p. Je totiz p L BM a
p L BP, protoze BP L p. Odtud vyplyvi, Ze je pfimka p kolma ke vSem piimkam roviny
BMP, atedy p L PM. Proto body M lezi v roviné p na Thaletové kruZnici k sestrojené
nad pramérem AP. Tim jsme ukazali, ze hledand m. v. b. je podmnozinou k (kazdy bod,
ktery spliiuje zadani lezi na k). Musime jesté ukazat, Ze kazdy bod z k spliuje zadani.
Nebo-li ukizat, ze k neobsahuje, zadné body navic.

)

Zvolime-li obracené libovolny bod M (M # A,M # P) na kruznici k, pak plati
AM 1 PM (bod M lezi na k), AM 1 BP, a tedy i AM je kolma k roviné BPM, a
proto je AM | BM. Protoze také body A, P kruZznice k patii do hledané m. b., dokazali

jsme, ze hledanou m.v.b. je Thaletova kruznice k.
Ve zvlastnim piipadé, kdy AB L p je hledand m. v. b. zfejmé pouze bod A.

Na tomto piikladé bylo vidét, ze je potieba rozligit riizné polohy zadanych bodi, protoze
se podle nich méni vysledek tlohy.

Priklad 1.2. Je dana rovina ¢ a dvé mimobéziné piimky a,b, které jsou rovnobézné s
rovinou ¢ a jeZ maji od roviny o stejnou vzdilenost. Uréete v roviné o mnozinu stiedi
vSech kulovych ploch, které se dotykaji danych pifmek a,b.

Regeni. Jestlize je bod M roviny o stiedem kulové plochy sz, ktera se dotyké p¥imek a, b
v bodech A, B, pak je pfimka M A kolméa k pFimce a, pfimka M B je kolm4 k piimce b a je
|MA| = |M B|. Ozna¢me o', b’ pravotuhlé priméty piimek a, b do roviny o a P, resp. @) patu
kolmice vedené bodem A k piimce @/, resp. bodem B k pfimce b'. Protoze je |AP| = |BQ)|
a uhly APM, BQM jsou pravé, jsou pravahlé trojuhelniky M AP, M B(Q shodné. Proto je
|MP| = |MQ@|. Lezi tedy nutné bod M na ose o thlu pfimek o', b'.

Obrécens, zvolime-li na jedné z os o L o pfimek o, b libovolny bod M, pak ze shodnych
trojuhelniki M AP, M BQ snadno dokdzeme, Ze bod M méa od piimek a,b stejné velké
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vzdalenosti, a lze tedy sestrojit kulovou plochu se stfedem v bodé M, ktera se dotyka
piimek a,b. To ziejmeé plati i v p¥ipadé, kdy za bod M zvolime prisecik os o, 0.
Hledanou mnoZinou vsech bodt je sjednoceni os o, 0.

1.5

Rady nakonec

Tot v8e k nafemu stru¢nému tvodu do této problematiky. Jako vzdy vam pfejeme hodné
zdaru pii feSeni tloh. Na zavér mame pro vas par tipi:

Nebojte se pouzit 3D rozgifeni geogebry. Tu si miZete bud stdhnout nebo vyuZit
online verze. Ze zac¢atku mize byt ovladani nemotorné, nicméné rychle si zvyknete.
Plati pravidlo, Ze hezky obrazek pomuze, Spatny ugkodi. A opravujicim také zvednete
naladu!

V této sérii budou orgové velmi piisni na ty, ktefi se rozhodnou fesit prvnf ¢tyfi tlohy
analyticky (zavedeni soustavy soufadnic, poc¢itani rovnic do vy¢erpéni,...). Cilem této
série je rozvinout geometrickou predstavivost v prostoru, coz by se v tomto piipadé
aplné minulo t¢inkem. Kdo se i pfes nase varovani rozhodne jit touto cestou, tomu
tlohu opravime, ale budeme pilné hledat chyby ve vypoctech! Na ty ostatni budeme
mirni :).

Nezapomeiite dokizat oba ,sméry*“ tlohy. Tvrdite-li o M, Ze je hledanou m. v. b.,
musite dokazat, Ze kazdy jeji bod spliuje zadani a zadny jiny to nespliiuje. Rozlisujte
m. b. danych vlastnosti a m. v. b. danych vlastnosti. Vice viz vyse.

Nezapomeiite rozmyslet rtizné polohy zadanych bodt, zvlasté krajni pripady.

Pokud nékoho zajima tato problematika vice a chce si néco najit na internetu, tak v
anglictiné se m. v. b. dané vlastnosti nazyva locus.

Pokud nebude cokoliv jasné, tak se nebojte zeptat. Bud muZete napsat na brkosi
mail, na mij (najdete na webu) nebo mi napiste na facebooku.
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