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Pomocny text

NAHODA

Uvod

Tato série se zabyva nadhodou a pravdépodobnosti. Lidé totiz uz od pocatku véka touzili
predpovidat, co se stane, nebo alespon pravdépodobnost jednotlivych moznosti a matema-
tika jim mohla velmi pomoci. Krasné to doklad4 problém ze 17. stoleti, ktery fesil Antoine
Gombaud, znamy spiSe jako rytif de Méré. Tykal se Sance na vyhru v kostkach a celé zadani
i TeSeni jsou popsiny nize. Jeho feSeni mu nesedélo, a proto napsal nejvétsimu matema-
tikovi, kterého znal, a nebyl jim nikdo jiny neZ Blaise Pascal. Ten o problému diskutoval
v korespondenci s matematikem Pierrem de Fermatem a spoletné dali vzniknout teorii
pravdépodobnosti. Tento pfibéh ukazuje, Ze i hazardni hra¢ miZe pomoci rozvoji mate-
matiky.

Teorie pravdépodobnosti je v§ak obor dosti ndro¢ny, protoze obcéas neni lehké rozhodnout,
ktery vysledek je spravny a jaky Spatny. Krasnym pfikladem je Monty Halliv problém,
jenz ve své dobé zpisobil velky poprask, protoze i fada matematickych "odborniki"dosla
ke $patnému feseni a nebylo snadné jim dokazat jejich chybu. To, jak aspon trochu ovéfit
spravnost vysledku, si ukdzeme na téchto dvou pfikladech.

Pro zacatek je také potieba definovat zékladni pojmy. Pokud je vSak znéate, muzete je
preskodit a jit piimo na priklady.

Definovani zakladnich pojmit

Mnozinu v8ech moznych vysledkiti pokusu znac¢ime Q. Mozné vysledky w € 2 musi
byt stanoveny tak, ze se navziajem vylucuji a jeden z nich vzdy nastava. Naptiklad ¢isla 1
az 6 na bézné hraci kostce.

Kazdému vysledku w je piifazena jeho pravdépodobnost p(w). Pravdépodobnosti p(w)
jsou nezaporné ¢isla, jejich soucet je roven jedné:
> pw) =1. (5.1)
weN
M4-1li mnozina  m prvki a jsme-li presvédéeni, Ze jsou stejné pravdépodobné, polo-
Zime p(w) = % pro v8echna w.

Podmnozinu mnoziny w se nazyvaji jevy; znac¢i se vétsinou velkymi pismeny A, B, C, ...
Prvkim jevu A fikdme vysledky piFiznivé jevu A.

Pravdépodobnost jevu A znacime P(A). Definuje se jako soucet pravdépodobnosti
vysledkt pFiznivych jevi A, tj:
PA) =Y pw). (5.2)

wEA
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V pokusu, ktery méa m stejné pravdépodobnych vysledkti, se pravdépodobnost jevu rovna
poétu vysledkt pfiznivych délenému pocétem v8ech moznych vysledki:

P(A) = —, (5.3)

A U B znameni, Ze nastava aspon jeden z jevi A, B.
A N B znamena, 7ze nastévaji oba jevy, A i B.
A’ znamenaji opatny jev k jevu A, tj. jev, ktery nastava pravé tehdy, nenastane-li jev A.

Jestlize A, B se navzajem vylucuji, je-li AN B =0
Jestlize A, B se navzajem vyluéuji, potom
P(AUB) =P(A) + P(B). (5.4)
V obecnéjsim piipadé, kdy nemiizeme zarudit, ze se jevy vylucuji:
P(AuUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (5.5)

Pro opaény jev plati
P(A’)=1-P(A). (5.6)

Rekneme, 7e jevy A a B jsou nezavislé, jestlize plati:

P(ANB) = P(A)- P(B). (5.7)

Problém rytife de Méré

Zadani

Antoine Gombaud, rytii de Méré (1607 - 1685), ktery sviij volny ¢as travil hranim hazard-
nich her, se bavil sdzenim se o to, Ze mu pii 4 hodech kostkou padne aspon jednou Sestka.
Neékdy byl aspésny, jindy ne, celkové vSak vydélaval. Své tspéchy si zduvodnil takto: Pii
jednom hodu je pravdépodobnost padnuti Sestky 1/6; p¥i ¢tyfech hodech to tedy bude
4-krat vice, tedy 4/6. Pozdéji se zacal sazet, ze mu p¥i 24 hodech se dvéma kostkami padne
alespoii jednou dvojice Sestek. Vychazel z toho, Ze pfi jednom hodu se dvéma kostkami
je pravdépodobnost padnuti dvojice Sestek 1/36. Sec¢tenim 24 téchto hodnot dohromady
a ziskal 24/36, coz je rovno 4/6. Usoudil tedy, Ze jsou pravdépodobnosti vyhry v obou
hrach stejné a on bude dal vydélavat. Ke svému prekvapeni v8ak zacal naopak prodélavat.
Dokazete vysvétlit v ¢em udélal rytit de Méré chybu?

Reseni

Chyba je uz ve vypoctu pravdépodobnosti prvni varianty. S¢itat je mozné pouze prav-
dépodobnosti jevi, které se navzajem vyluéuji. Napiiklad pravdépodobnost, %Ze v jednom
hodé hodi Sestku nebo jednicku, je pak opravdu 2/6. Ale pii opakovaném hodu kostkou se
pritom klidné muzZe stat, ze Sestka padne i vickrat a tyto moznosti se potom v uvedeném
souctu zapodcitaji vicekrat.

Nejjednodussi zpusob, jak vypodéitat spravnou hodnotu pravdépodobnosti, je néasledujici
tvaha. Uvazujme nejprve hody jednou kostkou. Pravdépodobnost, Ze Sestka nepadne, je v
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kazdém hodu rovna 5/6. Pfi ¢tyfech hodech je tedy pravdépodobnost, Ze Sestka nepadne
ani jednou, rovna soudinu

4
5.5.5.5:<Z> = 0,482, (5.8)

Pravdépodobnost, Ze naopak aspon jedna Sestka padne, je potom rovna 1—0,482 = 0, 518.
Spravna hodnota pravdépodobnosti je tedy mensi nez hodnota, kterou vypodital rytiF de
Méré, stéle je vSak vétsi nez 1/2. P¥i dlouhodobém hrani proto de Méré vyhral vice nez
poloviné pifpadu a celkové tak vydélal.

Podobné mizeme postupovat i v pripadé hodu dvéma kostkami, kdy spravna hodnota
pravdépodobnosti, ze pfi 24 hodech padne aspon jednou dvojice Sestek, vychézi:

35 24
1—(22) =o0,491. 5.9

Je vidét, ze z dlouhodobého hlediska musel prohravat. Zajimavou otazkou je kolikrat musel
hodit, aby odhalil 2,7% nesrovnalost obou vysledkt. Tu v8ak Fesit nebudeme.

Byly nage uvahy korektni? A jak je popsat matematickym formalismem, ktery zde byl
prestaven? Zkusime odpovédét na oboje otézky.
Kostka, kterou hézime, mé 6 stran. Jev, Ze padne strana s jedni¢kou, dvojkou, ... Sestkou
si postupné oznacime wy, wa, ..., wg. Predpokladame, ze mame idealni kostku a tim padem
pravdépodobnost viech stén je stejnd a je rovna 1/6.
Nejprve nés zajima jev, Ze nepadne 6 pfi jednom hodu, ktery si oznacime jako A. Pravdé-
podobnost jevu A je rovna pravdépodobnosti, Ze nastane jev wiUwsUwsUwsUws. Abychom
ji vypocitali, staci ndm v8echny pravdépodobnosti sec¢ist a dostavame P(A) = 5/6. To jsme
mohli provést pouze protoze se viechny jevy vylucuji tj. nen{ mozné, aby p#i jednom hodu
napiiklad padla zaroven jedni¢ka a dvojka.
Dale nés zajima jev B, Ze nepadne 6 ani jednou ve 4 hodech, ktery se sklada ze 4 jeva A,
kterym dame index podle poradi hodu. Protoze v kazdém hodu musi padnout néco jiného
nez Sestka, tak plati B = A1 N Ay N AsN Ay. Pravdépodobnost jevi pro jednotlivé hody je
poiad stejné a protoze jsou tyto jevy na sobé& nezdvislé, tak muZzeme jejich pravdépodobnost
vypocitat pomoci soucinu:

4

P(B) = P(410 4204301 = P(A1)-P(A0)- P(Aa) - P(A) = () = (3) - (510
Jev C, Ze padne aspon jedna Sestka, je opa¢ny k jevu B. Proto stadi vypocitat P(C) =
1 — P(B) a tim padem dostavame dostavame FeSeni nasi ulohy.
Takova pfehnand korektnost mtze ptsobit trochu zbytecné, a taky to zbytecné trochu je.
Dela to v8ak nase tvahy exaktnéjsf a korektnéjsi, coz se hod{ zejména pii hddkach o spréav-
nosti naseho vysledku. Také si na takovém piikladé miZeme uvédomit, kdy a za jakych
podminek pravdépodobnost s¢itdme a nasobime.

Zajimavé je také alternativni FeSenf pomoci kombinatoriky. VSech moznosti, které mi-
7ou padnout, je 6* = 1294. Pocet piiznivych moZnosti je sloZit&jsi, protoze mize Sestka
vicekrat.

Moznosti, kdy padne pravé jedna 3estka, je 4 - 52 = 500, protoze se miize objevit v jednom

ze 4 hodii a zbylé ¢isla maji 52 moznosti, jak muzou vypadat.
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Pro pifpad, Ze padnou pravé dvé Sestky existuje 6-52 moznosti, protoze dvé Sestky miiZzeme
rozmistit 6 riznymi zptsoby mezi 4 hody a zbylé ¢isla maji 52 moznosti.

Pro moznost, zZe padnou pravé 3 Sestky, je celkové 4 - 5, protoze je miizeme rozmistit 4
zpusoby a zbylé ¢islo ma 5 moznosti.

Moznost, ze padnou 4 Sestky, je jen jedna.

VS8echny tyto jevy se vylucuji, takze je miZeme secist a celkové méame 671 pfiznivych moz-
nosti. Podé&lenim celkovym poctem moznosti dostavame stejnou pravdépodobnost, kterou
jsme vypocitali vySe. Zobecnénim téchto dvah by §lo spocitat i druhou ¢ast, ale to zde
nebudeme provadét, protoze by to bylo zaprvé zdlouhavé a za druhé se tento text vénuje
hlavné pravdépodobnosti bez nutnosti kombinatoriky.

Diskuze

Na tomto prikladé si muze uvédomit, jak tézké je ovérit spravnost vysledku. Prvnim pifi-
bliznym testem mize byt nafe intuice. Clovék ma celkem dobrou schopnost odhadovat
pravdépodobnost, takZe tusi, Ze mé naptiklad vyjit mal4 nebo velka pravdépodobnost. Pro
presné ovéreni to vSak nestaci.

Druhou moznosti, kterou ukazal uz rytit de Méré, je danou situaci mnohokrat zopakovat
a sledovat jestli odpovida nagfm pfedpovédim. V dnesn{ dobé je mozné na toto vyuzit i
pocditaé, ktery nemé problém udélat ndhodny pokus mnohokrat za sebou.

Dalsf metodou, kterou v tomto piikladu sice nemtizeme vyuzit, ale potieba ji zminit, je
vyzkouseni vysledek pro né&jaké p&kné hodnoty parametru v zadani. Napiiklad kdyz fesime
néjakou tlohu pro n kostek a dojdeme k obecnému vzorci, ktery zavisf na n, tak je dobré
ovérit nas vzorek pro malé n rovno 1, 2 atd. Je piekvapivé, jak Casto se i na tak jednoduchy
test zapomina.

Monty Halltv problém

Zadani

Veskrze poctivy moderator umistil soutézni cenu — drahé auto — za jedny ze ti{ dvefi.
Za kazdymi ze zbyvajicich dve¥i je cena ttéchy — koza. Ukolem soutéziciho je zvolit si
jedny dvefe. Poté moderator otevie jedny ze dvou zbyvajicich dvefi, ale jen ty, za nimiz je
koza. Ted méa soutézici moznost bud ponechat svou ptivodni volbu, nebo zménit volbu na
zbyvajici dvefe. Soutézici vyhrava cenu, ktera je za dvefmi, které si zvolil. Soutézici nema
zadné predchozi znalosti, které by mu umoznily odhalit co je za dvefmi.

Necht soutézici nejprve zvoli dvefe ¢islo 1. Necht moderator otevie dvefe &islo 3, za kterymi
je koza. Zvysi se Sance na vyhru auta, pokud soutézici zméni volbu na dvere &islo 27

Reseni

Odpovéd zni ano, §ance na vyhru auta je dvojnésobné, pokud soutézici zméni svou volbu,
nez kdyz poneché piivodni volbu. Divodem je, Ze pro vyhru auta pii strategii ponechani
puvodni{ volby je nutno hned na zacatku vybrat dvefe za kterymi je auto, coz je jedna moz-
nost ze t¥. Naproti tomu, pro vyhru auta pfi strategii zmény volby je nutno na zacatku
vybrat dvefe, za kterymi je koza, coz jsou dvé moznosti ze ti{.
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V okamziku, kdy je soutézici dotézan, zda chce zménit svou volbu, mohly nastat tii
situace odpovidajici pivodni volbé soutéziciho, kazda s tfetinovou pravdépodobnosti:

Soutézici ptivodné zvolil dvefe ukryvajici kozu ¢islo 1. Moderéator otevie dvefe se zby-
vajici kozou.
Soutézici pivodné zvolil dvefe ukryvajici kozu ¢islo 2. Moderator otevie dvefe se zbyvajici
kozou.
Soutézici ptivodné zvolil dvefe ukryvajici auto. Moderator otevie dvefe s jednou z koz.

Pokud se soutézici rozhodne pro zménu volby, vyhrava auto v prvnich dvou p¥ipadech.
Hra¢ ponechévajici pivodni volbu vyhrava pouze ve tfetim piipadé. Sance na vyhru pfi
zméné je tedy 2/3, neboli soutézici dodrzujici strategii zmény vyhrava auto v priiméru ve
dvou ze tif her.

Diskuze

Pro pochopeni vysledku miize byt snazsi uvazovat sto dvefi namfisto t¥i. V tomto piipadé
je za 99 z dveti koza a jedny dvefe s autem. SoutéZzici si zvoli dvefe, v 99 % piipadt za
nimi bude koza. Sance zvolit napoprvé spravné dvefe je minimalni, pouze 1 %. Moderator
poté otevie 98 z ostatnich dvefi, za nimiz jsou kozy a nabidne soutézicimu zménit volbu
na jediné dalsi neoteviené dvete. V 99 piipadech ze 100 tyto dvefe ukryvaji auto, nebot v
99 pripadech ze 100 soutézici ptivodné zvolil kozu. V tomto p¥ipadé je vzdy vyhodné volbu
zmeénit.

Nejcastéjsi namitka k feSeni je nazor, Ze p¥i urcovani pravdépodobnosti Ize z riznych
divodd zanedbat minulost. Proto jsou prvni volba dvefi i moderatorova vynucend reakce
zanedbany. ProtoZe na vybér zbyvaji dvoje dvefe, mnoho resitelt dojde k zavéru, ze prav-
dépodobnost vyhry je padesit na padeséat.

Ackoliv zanedbdni minulosti funguje pro nékteré hry, naptiklad hod minci, neni to
pravidlem. V naSem pfipadé miiZzeme zanedbat prvni otevieni dvefi. Soutézici voli mezi
pivodné vybranymi dvefmi a zbylou dvojici — otevieni jednéch z nich je pouze tskok.
Auto je pouze jedno. Pivodni volba rozdéluje mozné umisténi auta mezi dvefe vybrané
soutézicim (pravdépodobnost 1/3) a zbylou dvojici (pravdépodobnost 2/3). Je jiz znamo,
7e alesponi za jednémi z této dvojice dveii je koza. Odhaleni kozy za jednémi z nich proto
nepfidava soutézicimu zadnou dodatetnou informaci o jim vybranych dvefich. Odhaleni
nezméni dvoutietinovou pravdépodobnost toho, ze auto je v prostoru dvojice dvefi.

Dalsi mozny dtivod pro zmatenf je, Ze tiloha je ¢asto zadana jako kdyby moderétor sou-
téziciho prekvapil otevienim dveri a nabidkou zménit ptvodni volbu. Toto miZze vyvolat
dojem, Ze moderator se pokousi zmast soutézictho, ktery si vybral sprdvné a Ze souté-
zici neznal pravidla pfedem. Pokud soutéZzici neznal pravidla pifedem. Pravdépodobnost
v konkrétnim piipadé se nezméni, avSak soutézici nemiize provést optimalni volbu, nebot
dopfedu nevi, podle kterych pravidel hraje. Proto je nutné v zadani uvést, ze moderator
sdéli soutézicimu pravidla pfedem. Tady vidime, Ze i p¥iklady na pravdépodobnost stavi
na informacich, které vime a proto i mald zména v zadani maze vést k jiné uloze.
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