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Pomocný text

Náhoda

Úvod

Tato série se zabývá náhodou a pravd¥podobností. Lidé totiº uº od po£átku v¥k· touºili
p°edpovídat, co se stane, nebo alespo¬ pravd¥podobnost jednotlivých moºností a matema-
tika jim mohla velmi pomoci. Krásn¥ to dokládá problém ze 17. století, který °e²il Antoine
Gombaud, známý spí²e jako rytí° de Méré. Týkal se ²ance na výhru v kostkách a celé zadání
i °e²ení jsou popsány níºe. Jeho °e²ení mu nesed¥lo, a proto napsal nejv¥t²ímu matema-
tikovi, kterého znal, a nebyl jím nikdo jiný neº Blaise Pascal. Ten o problému diskutoval
v korespondenci s matematikem Pierrem de Fermatem a spole£n¥ dali vzniknout teorii
pravd¥podobnosti. Tento p°íb¥h ukazuje, ºe i hazardní hrá£ m·ºe pomoci rozvoji mate-
matiky.
Teorie pravd¥podobnosti je v²ak obor dosti náro£ný, protoºe ob£as není lehké rozhodnout,
který výsledek je správný a jaký ²patný. Krásným p°íkladem je Monty Hall·v problém,
jenº ve své dob¥ zp·sobil velký poprask, protoºe i °ada matematických "odborník·"do²la
ke ²patnému °e²ení a nebylo snadné jim dokázat jejich chybu. To, jak aspo¬ trochu ov¥°it
správnost výsledku, si ukáºeme na t¥chto dvou p°íkladech.
Pro za£átek je také pot°eba de�novat základní pojmy. Pokud je v²ak znáte, m·ºete je
p°esko£it a jít p°ímo na p°íklady.

De�nování základních pojm·

Mnoºinu v²ech moºných výsledk· pokusu zna£íme Ω. Moºné výsledky ω ∈ Ω musí
být stanoveny tak, ºe se navzájem vylu£ují a jeden z nich vºdy nastává. Nap°íklad £ísla 1
aº 6 na b¥ºné hrací kostce.

Kaºdému výsledku ω je p°i°azena jeho pravd¥podobnost p(ω). Pravd¥podobností p(ω)
jsou nezáporná £ísla, jejich sou£et je roven jedné:∑

ω∈Ω

p(ω) = 1. (5.1)

Má-li mnoºina Ω m prvk· a jsme-li p°esv¥d£ení, ºe jsou stejn¥ pravd¥podobné, polo-
ºíme p(ω) = 1

m pro v²echna ω.

Podmnoºinu mnoºiny ω se nazývají jevy; zna£í se v¥t²inou velkými písmeny A, B, C, ...
Prvk·m jevu A °íkáme výsledky p°íznivé jevu A.

Pravd¥podobnost jevu A zna£íme P (A). De�nuje se jako sou£et pravd¥podobností
výsledk· p°íznivých jev· A, tj:

P (A) =
∑
ω∈A

p(ω). (5.2)
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V pokusu, který má m stejn¥ pravd¥podobných výsledk·, se pravd¥podobnost jevu rovná
po£tu výsledk· p°íznivých d¥lenému po£tem v²ech moºných výsledk·:

P (A) =
m(A)

m
. (5.3)

A ∪ B znamená, ºe nastává aspo¬ jeden z jev· A, B.
A ∩ B znamená, ºe nastávají oba jevy, A i B.
A' znamenají opa£ný jev k jevu A, tj. jev, který nastává práv¥ tehdy, nenastane-li jev A.

Jestliºe A, B se navzájem vylu£uji, je - li A ∩ B = ∅

Jestliºe A, B se navzájem vylu£uji, potom

P (A ∪ B) = P (A) + P (B). (5.4)

V obecn¥j²ím p°ípad¥, kdy nem·ºeme zaru£it, ºe se jevy vylu£ují:

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B). (5.5)

Pro opa£ný jev platí
P (A') = 1− P (A). (5.6)

�ekneme, ºe jevy A a B jsou nezávislé, jestliºe platí:

P (A ∩ B) = P (A) · P (B). (5.7)

Problém rytí°e de Méré

Zadání

Antoine Gombaud, rytí° de Méré (1607 - 1685), který sv·j volný £as trávil hraním hazard-
ních her, se bavil sázením se o to, ºe mu p°i 4 hodech kostkou padne aspo¬ jednou ²estka.
N¥kdy byl úsp¥²ný, jindy ne, celkov¥ v²ak vyd¥lával. Své úsp¥chy si zd·vodnil takto: P°i
jednom hodu je pravd¥podobnost padnutí ²estky 1/6; p°i £ty°ech hodech to tedy bude
4-krát více, tedy 4/6. Pozd¥ji se za£al sázet, ºe mu p°i 24 hodech se dv¥ma kostkami padne
alespo¬ jednou dvojice ²estek. Vycházel z toho, ºe p°i jednom hodu se dv¥ma kostkami
je pravd¥podobnost padnutí dvojice ²estek 1/36. Se£tením 24 t¥chto hodnot dohromady
a získal 24/36, coº je rovno 4/6. Usoudil tedy, ºe jsou pravd¥podobnosti výhry v obou
hrách stejné a on bude dál vyd¥lávat. Ke svému p°ekvapení v²ak za£al naopak prod¥lávat.
Dokáºete vysv¥tlit v £em ud¥lal rytí° de Méré chybu?

�e²ení

Chyba je uº ve výpo£tu pravd¥podobnosti první varianty. S£ítat je moºné pouze prav-
d¥podobnosti jev·, které se navzájem vylu£ují. Nap°íklad pravd¥podobnost, ºe v jednom
hod¥ hodí ²estku nebo jedni£ku, je pak opravdu 2/6. Ale p°i opakovaném hodu kostkou se
p°itom klidn¥ m·ºe stát, ºe ²estka padne i víckrát a tyto moºnosti se potom v uvedeném
sou£tu zapo£ítají vícekrát.
Nejjednodu²²í zp·sob, jak vypo£ítat správnou hodnotu pravd¥podobnosti, je následující
úvaha. Uvaºujme nejprve hody jednou kostkou. Pravd¥podobnost, ºe ²estka nepadne, je v
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kaºdém hodu rovna 5/6. P°i £ty°ech hodech je tedy pravd¥podobnost, ºe ²estka nepadne
ani jednou, rovná sou£inu

5

6
· 5

6
· 5

6
· 5

6
=

(
5

6

)4
.
= 0, 482. (5.8)

Pravd¥podobnost, ºe naopak aspo¬ jedna ²estka padne, je potom rovná 1−0, 482 = 0, 518.
Správná hodnota pravd¥podobnosti je tedy men²í neº hodnota, kterou vypo£ítal rytí° de
Méré, stále je v²ak v¥t²í neº 1/2. P°i dlouhodobém hraní proto de Méré vyhrál více neº
polovin¥ p°ípad· a celkov¥ tak vyd¥lal.
Podobn¥ m·ºeme postupovat i v p°ípad¥ hodu dv¥ma kostkami, kdy správná hodnota
pravd¥podobnosti, ºe p°i 24 hodech padne aspo¬ jednou dvojice ²estek, vychází:

1−
(

35

36

)24
.
= 0, 491. (5.9)

Je vid¥t, ºe z dlouhodobého hlediska musel prohrávat. Zajímavou otázkou je kolikrát musel
hodit, aby odhalil 2,7% nesrovnalost obou výsledk·. Tu v²ak °e²it nebudeme.

Byly na²e úvahy korektní? A jak je popsat matematickým formalismem, který zde byl
p°estaven? Zkusíme odpov¥d¥t na oboje otázky.
Kostka, kterou házíme, má 6 stran. Jev, ºe padne strana s jedni£kou, dvojkou, ... ,²estkou
si postupn¥ ozna£íme ω1, ω2, ..., ω6. P°edpokládáme, ºe máme ideální kostku a tím pádem
pravd¥podobnost v²ech st¥n je stejná a je rovná 1/6.
Nejprve nás zajímá jev, ºe nepadne 6 p°i jednom hodu, který si ozna£íme jako A. Pravd¥-
podobnost jevu A je rovná pravd¥podobnosti, ºe nastane jev ω1∪ω2∪ω3∪ω4∪ω5. Abychom
ji vypo£ítali, sta£í nám v²echny pravd¥podobnosti se£íst a dostáváme P (A) = 5/6. To jsme
mohli provést pouze protoºe se v²echny jevy vylu£ují tj. není moºné, aby p°i jednom hodu
nap°íklad padla zárove¬ jedni£ka a dvojka.
Dále nás zajímá jev B, ºe nepadne 6 ani jednou ve 4 hodech, který se skládá ze 4 jev· A,
kterým dáme index podle po°adí hodu. Protoºe v kaºdém hodu musí padnout n¥co jiného
neº ²estka, tak platí B = A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4. Pravd¥podobnost jev· pro jednotlivé hody je
po°ád stejná a protoºe jsou tyto jevy na sob¥ nezávislé, tak m·ºeme jejich pravd¥podobnost
vypo£ítat pomoci sou£inu:

P (B) = P (A1∩A2∩A3∩A4) = P (A1) ·P (A2) ·P (A3) ·P (A4) = (P (A))4 =

(
5

6

)4

. (5.10)

Jev C, ºe padne aspo¬ jedna ²estka, je opa£ný k jevu B. Proto sta£í vypo£ítat P (C) =
1− P (B) a tím pádem dostáváme dostáváme °e²ení na²í úlohy.
Taková p°ehnaná korektnost m·ºe p·sobit trochu zbyte£n¥, a taky to zbyte£né trochu je.
D¥lá to v²ak na²e úvahy exaktn¥j²í a korektn¥j²í, coº se hodí zejména p°i hádkách o správ-
nosti na²eho výsledku. Také si na takovém p°íklad¥ m·ºeme uv¥domit, kdy a za jakých
podmínek pravd¥podobnost s£ítáme a násobíme.

Zajímavé je také alternativní °e²ení pomoci kombinatoriky. V²ech moºností, které m·-
ºou padnout, je 64 = 1294. Po£et p°íznivých moºností je sloºit¥j²í, protoºe m·ºe ²estka
vícekrát.
Moºností, kdy padne práv¥ jedna ²estka, je 4 · 53 = 500, protoºe se m·ºe objevit v jednom
ze 4 hod· a zbylé £ísla mají 53 moºností, jak m·ºou vypadat.
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Pro p°ípad, ºe padnou práv¥ dv¥ ²estky existuje 6 ·52 moºností, protoºe dv¥ ²estky m·ºeme
rozmístit 6 r·znými zp·soby mezi 4 hody a zbylé £ísla mají 52 moºností.
Pro moºnost, ºe padnou práv¥ 3 ²estky, je celkov¥ 4 · 5, protoºe je m·ºeme rozmístit 4
zp·soby a zbylé £íslo má 5 moºností.
Moºnost, ºe padnou 4 ²estky, je jen jedna.
V²echny tyto jevy se vylu£ují, takºe je m·ºeme se£íst a celkov¥ máme 671 p°íznivých moº-
ností. Pod¥lením celkovým po£tem moºností dostáváme stejnou pravd¥podobnost, kterou
jsme vypo£ítali vý²e. Zobecn¥ním t¥chto úvah by ²lo spo£ítat i druhou £ást, ale to zde
nebudeme provád¥t, protoºe by to bylo zaprvé zdlouhavé a za druhé se tento text v¥nuje
hlavn¥ pravd¥podobnosti bez nutnosti kombinatoriky.

Diskuze

Na tomto p°íklad¥ si m·ºe uv¥domit, jak t¥ºké je ov¥°it správnost výsledku. Prvním p°i-
bliºným testem m·ºe být na²e intuice. �lov¥k má celkem dobrou schopnost odhadovat
pravd¥podobnost, takºe tu²í, ºe má nap°íklad vyjít malá nebo velká pravd¥podobnost. Pro
p°esné ov¥°ení to v²ak nesta£í.
Druhou moºností, kterou ukázal uº rytí° de Méré, je danou situaci mnohokrát zopakovat
a sledovat jestli odpovídá na²ím p°edpov¥dím. V dne²ní dob¥ je moºné na toto vyuºít i
po£íta£, který nemá problém ud¥lat náhodný pokus mnohokrát za sebou.
Dal²í metodou, kterou v tomto p°íkladu sice nem·ºeme vyuºít, ale pot°eba ji zmínit, je
vyzkou²ení výsledek pro n¥jaké p¥kn¥ hodnoty parametru v zadání. Nap°íklad kdyº °e²íme
n¥jakou úlohu pro n kostek a dojdeme k obecnému vzorci, který závisí na n, tak je dobré
ov¥°it ná² vzorek pro malé n rovno 1, 2 atd. Je p°ekvapivé, jak £asto se i na tak jednoduchý
test zapomíná.

Monty Hall·v problém

Zadání

Veskrze poctivý moderátor umístil sout¥ºní cenu � drahé auto � za jedny ze t°í dve°í.
Za kaºdými ze zbývajících dve°í je cena út¥chy � koza. Úkolem sout¥ºícího je zvolit si
jedny dve°e. Poté moderátor otev°e jedny ze dvou zbývajících dve°í, ale jen ty, za nimiº je
koza. Te¤ má sout¥ºící moºnost bu¤ ponechat svou p·vodní volbu, nebo zm¥nit volbu na
zbývající dve°e. Sout¥ºící vyhrává cenu, která je za dve°mi, které si zvolil. Sout¥ºící nemá
ºádné p°edchozí znalosti, které by mu umoºnily odhalit co je za dve°mi.
Nech´ sout¥ºící nejprve zvolí dve°e £íslo 1. Nech´ moderátor otev°e dve°e £íslo 3, za kterými
je koza. Zvý²í se ²ance na výhru auta, pokud sout¥ºící zm¥ní volbu na dve°e £íslo 2?

�e²ení

Odpov¥¤ zní ano, ²ance na výhru auta je dvojnásobná, pokud sout¥ºící zm¥ní svou volbu,
neº kdyº ponechá p·vodní volbu. D·vodem je, ºe pro výhru auta p°i strategii ponechání
p·vodní volby je nutno hned na za£átku vybrat dve°e za kterými je auto, coº je jedna moº-
nost ze t°í. Naproti tomu, pro výhru auta p°i strategii zm¥ny volby je nutno na za£átku
vybrat dve°e, za kterými je koza, coº jsou dv¥ moºnosti ze t°í.
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V okamºiku, kdy je sout¥ºící dotázán, zda chce zm¥nit svou volbu, mohly nastat t°i
situace odpovídající p·vodní volb¥ sout¥ºícího, kaºdá s t°etinovou pravd¥podobností:

Sout¥ºící p·vodn¥ zvolil dve°e ukrývající kozu £íslo 1. Moderátor otev°e dve°e se zbý-
vající kozou.
Sout¥ºící p·vodn¥ zvolil dve°e ukrývající kozu £íslo 2. Moderátor otev°e dve°e se zbývající
kozou.
Sout¥ºící p·vodn¥ zvolil dve°e ukrývající auto. Moderátor otev°e dve°e s jednou z koz.

Pokud se sout¥ºící rozhodne pro zm¥nu volby, vyhrává auto v prvních dvou p°ípadech.
Hrá£ ponechávající p·vodní volbu vyhrává pouze ve t°etím p°ípad¥. �ance na výhru p°i
zm¥n¥ je tedy 2/3, neboli sout¥ºící dodrºující strategii zm¥ny vyhrává auto v pr·m¥ru ve
dvou ze t°í her.

Diskuze

Pro pochopení výsledku m·ºe být snaz²í uvaºovat sto dve°í namísto t°í. V tomto p°ípad¥
je za 99 z dve°í koza a jedny dve°e s autem. Sout¥ºící si zvolí dve°e, v 99 % p°ípad· za
nimi bude koza. �ance zvolit napoprvé správné dve°e je minimální, pouze 1 %. Moderátor
poté otev°e 98 z ostatních dve°í, za nimiº jsou kozy a nabídne sout¥ºícímu zm¥nit volbu
na jediné dal²í neotev°ené dve°e. V 99 p°ípadech ze 100 tyto dve°e ukrývají auto, nebo´ v
99 p°ípadech ze 100 sout¥ºící p·vodn¥ zvolil kozu. V tomto p°ípad¥ je vºdy výhodné volbu
zm¥nit.

Nej£ast¥j²í námitka k °e²ení je názor, ºe p°i ur£ování pravd¥podobnosti lze z r·zných
d·vod· zanedbat minulost. Proto jsou první volba dve°í i moderátorova vynucená reakce
zanedbány. Protoºe na výb¥r zbývají dvoje dve°e, mnoho °e²itel· dojde k záv¥ru, ºe prav-
d¥podobnost výhry je padesát na padesát.

A£koliv zanedbání minulosti funguje pro n¥které hry, nap°íklad hod mincí, není to
pravidlem. V na²em p°ípad¥ m·ºeme zanedbat první otev°ení dve°í. Sout¥ºící volí mezi
p·vodn¥ vybranými dve°mi a zbylou dvojicí � otev°ení jedn¥ch z nich je pouze úskok.
Auto je pouze jedno. P·vodní volba rozd¥luje moºné umíst¥ní auta mezi dve°e vybrané
sout¥ºícím (pravd¥podobnost 1/3) a zbylou dvojicí (pravd¥podobnost 2/3). Je jiº známo,
ºe alespo¬ za jedn¥mi z této dvojice dve°í je koza. Odhalení kozy za jedn¥mi z nich proto
nep°idává sout¥ºícímu ºádnou dodate£nou informaci o jím vybraných dve°ích. Odhalení
nezm¥ní dvout°etinovou pravd¥podobnost toho, ºe auto je v prostoru dvojice dve°í.

Dal²í moºný d·vod pro zmatení je, ºe úloha je £asto zadána jako kdyby moderátor sou-
t¥ºícího p°ekvapil otev°ením dve°í a nabídkou zm¥nit p·vodní volbu. Toto m·ºe vyvolat
dojem, ºe moderátor se pokou²í zmást sout¥ºícího, který si vybral správn¥ a ºe sout¥-
ºící neznal pravidla p°edem. Pokud sout¥ºící neznal pravidla p°edem. Pravd¥podobnost
v konkrétním p°ípad¥ se nezm¥ní, av²ak sout¥ºící nem·ºe provést optimální volbu, nebo´
dop°edu neví, podle kterých pravidel hraje. Proto je nutné v zadání uvést, ºe moderátor
sd¥lí sout¥ºícímu pravidla p°edem. Tady vidíme, ºe i p°íklady na pravd¥podobnost staví
na informacích, které víme a proto i malá zm¥na v zadání m·ºe vést k jiné úloze.
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