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Pomocný text

Binární operace

Úvod

Milí °e²itelé,
binární operace je pom¥rn¥ abstraktní téma, a tak bude ob£as pot°eba odprostit se od

konkrétních p°íklad· a podívat se na v¥c s ur£itým nadhledem. Nicmén¥ °e²ení problém·
bývají £asto velmi hravá. A£ je tento text malinko del²í, vyskytuje se v n¥m jen malé
mnoºství teorie - de�nice binární operace, t°i vlastnosti a alternativní pohled na operace
pomocí tabulky. Text je pak vypln¥n spoustou p°íklad· a poznámek, které by vám m¥ly
usnadnit pochopení problematiky. Pokud nebudete n¥£emu rozum¥t, zkuste si text pro£íst
vícekrát. Chce to vytrvalost, ale jist¥ se pak v²e vyjasní a budete z toho ²´astní. P°i
p°etrvávajících nejasnostech se ur£it¥ neváhejte obrátit na BrkosTeam nebo lépe p°ímo
na m¥. P°eji vám p°íjemné nabývání nových v¥domostí a te¤ s chutí do toho.

Binární operace

De�nice 4.1. Nech´ A je mnoºina. Binární operace na mnoºin¥ A je zobrazení

◦ : A × A → A

Poznámka. Podívejme se podrobn¥ji na pojmy pouºité v p°edchozí de�nici. A×A zna£í
kartézský sou£in mnoºiny A se sebou samou. Pokud jsou a1, a2, . . . , an prvky A, potom
prvky kartézského sou£inu A × A jsou uspo°ádané dvojice, nap°. (a1, a1), obecn¥ (ai, aj)
pro kaºdé i, j, pro která platí 1 ≤ i, j ≤ n. Uspo°ádané znamená, ºe záleºí na po°adí,
a proto (ai, aj) 6= (aj , ai) (rovnost by nastala pouze ve speciálním p°ípad¥, kdyby platilo
ai = aj). Operace se nazývá binární, protoºe jejím de�ni£ní oborem je kartézský sou£in
A×A. Jinými slovy, kaºdým dv¥ma prvk·m z mnoºiny A p°i°adí n¥jaký prvek z A. Binární
operace se v¥t²inou nezna£í písmeny, ale speciálními symboly jako nap°.

+,−, ·, ◦, •, ?,∩,∪,⊕,�,♥,♠

Jestliºe ◦ : A × A → A je binární operace, pak místo ◦(ai, aj) (tzv. pre�xový zápis)
pí²eme rad¥ji ai ◦ aj (tzv. in�xový zápis). Podívejme se nyní na n¥kolik p°íklad· binárních
operací.

P°íklad 4.6. Operace +,−, ·, jak je známe, jsou binárními operacemi na Z a Q. Operace
+ a · jsou binárními operacemi také na mnoºin¥ N, kdeºto operace − není, nebo´ 3 − 5
není p°irozené £íslo. Operace ÷ není binární operací na Z, nebo´ nap°. 1÷2 není celé £íslo.
D¥lení není binární operací ani na Q, nebo´ d¥lení nulou není de�nováno. M·ºeme v²ak
uváºit mnoºinu Q− {0}, na které d¥lení je binární operací.

Neº budeme pokra£ovat, zkuste si rozmyslet, zda jsou následující operace binární:
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1. a> b = 1 na Z (operace > p°i°azuje kaºdé dvojici celých £ísel £íslo jedna)

2. A∩B na mnoºin¥ kone£ných podmnoºin mnoºiny p°irozených £ísel, které mají sudý
po£et prvk·

3. a ? b = ab na Z

4. a⊕3 b, které dvojici (a, b) p°i°adí zbytek z a+b po d¥lení £íslem 3 na mnoºin¥ {0, 1, 2}

5. max(a, b) na N

�e²ení. (ano|ne|ne|ano|ano)

Poznámka. V²imn¥te si, ºe max(a, b) je p°íkladem operace, která se zapisuje pre�xov¥.
Na tomto míst¥ bych m¥l také zmínit, ºe symbol = nebyl v 1. a 3. p°ípadu pouºit úpln¥
korektn¥. Správn¥ by se m¥lo pouºít := (”de�nítko”), ale necht¥l jsem mén¥ zku²eným
£tená°·m p·sobit zbyte£ný zmatek. Toto zjednodu²ení se bude objevovat i dále.

P°íklad 4.7. Na Q−{0} zave¤me binární operaci ⊗ : a⊗ b = a2

b . Kolik je [(1⊗ 2)⊗ 3]−
[1⊗ (2⊗ 3)]?

�e²ení. S operací ⊗ nem·ºeme pracovat jako s nám známými operacemi + nebo ·, proto
postupujeme zevnit° závorek a vyhodnocujeme jednotlivé operace zvlá²´.

1⊗ 2 =
1

2

1

2
⊗ 3 =

1

12

2⊗ 3 =
4

3

1⊗ 4

3
=

3

4

1

12
− 9

12
=

8

12
= −2

3

Poj¤me se nyní podívat na n¥které vlastnosti binárních operací.

De�nice 4.2. Operace ◦ na mnoºin¥ A se nazývá komutativní, jestliºe pro libovolné a, b ∈ A

a ◦ b = b ◦ a

a asociativní, jestliºe pro libovolné a, b, c ∈ A

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c

Poznámka. To, ºe je operace komutativní, tedy vlastn¥ znamená, ºe nezáleºí na po°adí
prvk· v této operaci, protoºe výsledek bude v obou p°ípadech stejný. P°íkladem komuta-
tivní operace m·ºe být nám jiº známé + nebo ·, de�nované na Z. Nekomutativní operací
m·ºe být − na Z. Operace od£ítání není komutativní, protoºe nap°. 8−2 = 6 6= −6 = 2−8

Asociativita nám zase °íká, ºe m·ºeme libovoln¥ p°ezávorkovat výraz, který obsahuje
pouze danou operaci (proto si v¥t²inou m·ºeme dovolit závorky vynechávat). Op¥t víme, ºe
s£ítání a násobení nap°. na celých £íslech je asociativní. Naopak od£ítání na celých £íslech
asociativní není, nebo´ nap°. (3− 2)− 1 = 0 6= 2 = 3− (2− 1).
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Pozor! Pokud operace není asociativní, výraz a ◦ b ◦ c není jednozna£ný, a proto je
nutné psát kaºdé operaci závorky.

P°íklad 4.8. Podívejme se nyní zp¥t na P°íklad 4.1. Které z uvedených operací jsou
asociatívní a které komutativní?

�e²ení. (>, ⊕3 a max jsou asociativní i komutativní, ostatní nejsou operace)

P°íklad 4.9. Nech´ A je mnoºina a ∗ je binární operace na A spl¬ující dv¥ podmínky:
pro libovolné x ∈ A

x = x ∗ x

pro libovolná x, y, z ∈ A
(x ∗ y) ∗ z = (y ∗ z) ∗ x

Dokaºte, ºe ∗ je komutativní.

�e²ení. Chceme ukázat, ºe platí x ∗ y = y ∗ x. Za£n¥me tedy s levou stranou. Nejd°íve
vyuºijeme 1. podmínky, která nám °íká, ºe místo libovolného prvku x ve výrazu m·ºeme
psát x ∗ x, tedy i místo y m·ºeme psát y ∗ y, musíme si ale dát pozor na uzávorkování
vzniklého výrazu. Dále si uv¥domíme, ºe (y ∗ y) je také prvek mnoºiny A a vzhledem k
tomu, ºe 2. podmínka má platit pro libovolné 3 prvky z A, musí platit také pro x, x, y ∗ y.
Obdobn¥ pro x, y ∗ y, x, £ímº se vysv¥tluje 3. rovnost. Následn¥ vyuºijeme 2. podmínky
uvnit° velké závorky pro y, x, y a poté znovu na celém výrazu pro y ∗ x, y, x. Nakonec
pouºijeme 1. podmínku (v opa£ném sm¥ru) pro prvek y ∗x, a dostáváme se tak k výsledku.

x∗y = (x∗x)∗(y∗y) = (x∗(y∗y))∗x = ((y∗y)∗x)∗x = ((y∗x)∗y)∗x = (y∗x)∗(y∗x) = y∗x

P°íklad 4.10. Nech´A je mnoºina a ∗ je binární operace naA spl¬ující pro libovolná x, y ∈ S

x ∗ (x ∗ y) = y = (y ∗ x) ∗ x

Dokaºte, ºe ∗ je komutativní.

�e²ení. x ∗ y = y ∗ (y ∗ (x ∗ y)) = y ∗ ((x ∗ (x ∗ y)) ∗ (x ∗ y)) = y ∗ x (Zkuste nyní vypátrat
sami, £eho se kde vyuºije)

P°íklad 4.11. Nech´ je na R zadána binární operace • : x • y = ax + bxy + cy, kde
a, b, c ∈ N. Ukaºte, kdy je operace komutativní a kdy asociativní.

�e²ení. Aby • bylo komutativní, musí platit x • y = y • x

ax+ bxy + cy = ay + byx+ cy

ax− ay = cy − cx

proto a = c.
Aby • bylo asociativní, musí platit x • (y • z) = (x • y) • z pro libovolné x, y, z ∈ R.

Rozepi²me z de�nice, £emu se rovná pravá a levá strana:

x • (y • z) = x • (ay + byz + cz) = ax+ bx(ay + byz + cz) + c(ay + byz + cz)

= ax+ abxy + b2xzy + bcxz + acy + bcyz + c2z

(x • y) • z = (ax+ bxy + cy) • z = a(ax+ bxy + cy) + b(ax+ bxy + cy)z + cz
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= a2x+ abxy + acy + abxz + b2xzy + bcyz + cz

m·ºeme poloºit levou stranu rovnu pravé a ode£íst stejné £leny:

ax+ bcxz + c2z = a2x+ abxz + cz

(a− a2)x+ (c− a)bxz + (c2 − c)z = 0

Toto má platit pro v²echna x, y, z ∈ R, tedy i pro ta, kde x = 0, z 6= 0 a x 6= 0, z = 0.
Odtud plyne, ºe a = c = 1.

P°íklad 4.12. Uvaºme operaci z minulého p°íkladu s konkrétními hodnotami a = 1, b = 1,
c = −3, x • y = x+ xy − 3y. Najd¥te zp·sob, jak zapsat £íslo 18 pouze pomocí £ísla 2, (, )
a •.

�e²ení. Máme jen jedinou moºnost, jak za£ít: 2 • 2 = 0. Vidíme, ºe pomocí £ísla 2 a
operace • lze vyjád°it £íslo 0, proto m·ºeme uváºit následující operaci:

0 • 2 = (2 • 2) • 2 = −6

Je vid¥t, ºe 0 • x = −3x, proto

18 = 0 • −6 = (2 • 2) • ((2 • 2) • 2)

De�nice 4.3. Nech´ A je mnoºina a ◦ je binární operace na A. Prvek x ∈ A se nazývá

idempotentní, jestliºe x ◦ x = x

P°íklad 4.13. Zamyslete se, zda existuje binární operace na n¥jaké mnoºin¥, vzhledem k
níº jsou v²echny prvky dané mnoºiny idempotentní.

�e²ení. Takové operace jsme p°ece uº vid¥li v P°íkladu 4.1: operace max a ∩ (pokud
bychom uváºili vhodnou mnoºinu, na níº by ∩ byl binární operace).

P°íklad 4.14. Nech´ • je operace z P°íkladu 4.6. V²echny prvku budou idempotentní
vzhledem k • práv¥ tehdy, kdyº b = 0, jedno c, d je rovno 1 a druhé 0.

Poznámka. Jedním ze zp·sob·, jak znázornit binární operaci, je pomocí tabulky. Nech´
A = {a, b, c}, potom m·ºeme operaci ◦ : A×A→ A zavést takto:

◦ a b c

a a b c

b b c a

c c a b

Je zvykem, ºe prvn¥ £teme °ádek a aº poté sloupec. To znamená, ºe výsledek operace
c ◦ a je zapsán v tabulce ve £tvrtém °ádku a druhém sloupci a výsledek a ◦ c je zápsán ve
druhém °ádku a £tvrtém sloupci. Takto de�novaná tabulka nám dává komutativní binární
operaci. Asociativitu bychom museli ov¥°it pro kaºdou trojici, ale zde ov¥°íme platnost
pouze pro trojici a, b, c, tj.

(a ◦ b) ◦ c = b ◦ c = a

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ a = a

Shodou okolností se nám nabízí je²t¥ jedna moºnost, jak ov¥°it asociativitu operace ◦.
Pozorný £tená° si jist¥ v²imne, ºe tato tabulka zadává p°esn¥ operaci ⊕3 z P°íkladu 4.1.
O té uº jsme ukázali d°íve, ºe je komutativní i asociativní.
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P°íklad 4.15. Dopl¬te následující tabulku tak, aby byla operace � asociativní.

� a b c

a b a c

b

c

�e²ení. Protoºe má být operace asociativní, ur£it¥ musí platit

1. c = a � c = (a � b) � c = a � (b � c)
Jediný prvek, pro který platí a � x = c , je prvek c, proto (b � c) = c

2. a � (b � a) = (a � b) � a = a � a = b

Jediný prvek, pro který platí a � x = b , je prvek a, proto (b � a) = a

3. a � (c � c) = (a � c) � c = c � c
Jediný prvek, pro který platí a � x = x je prvek c, proto (c � c) = c

4. a � (b � b) = (a � b) � b = a � b = b

Jediný prvek, pro který platí a � x = a je prvek b, proto (b � b) = b

5. a � (c � b) = (a � c) � b = c � b
Jediný prvek, pro který platí a � x = x je prvek c, proto (c � b) = c

6. a � (c � a) = (a � c) � a = c � a = c

Jediný prvek, pro který platí a � x = c , je prvek c, proto (c � a) = c

� a b c

a b a c

b a(2) b(4) c(1)
c c(6) c(5) c(3)

P°íklad 4.16. Kolik existuje r·zných binárních operací na n-prvkové mnoºin¥? Kolik z
nich je komutativních?

�e²ení. Do kaºdého polí£ka tabulky m·ºeme napsat jedno z n prvk· mnoºiny. Polí£ek je
celkem n2, máme tedy nn2

moºností, jak tabulku doplnit, proto nn2
operací.

Aby operace byla komutativní, musí být tabulka symetrická podle diagonály vedoucí z
levého horního rohu. Proto sta£í uváºit v²echny moºnosti jen pro polí£ka na diagonále a
nad ní. T¥ch je celkem n+ n2−n

2 = n2+n
2 . Komutativních operací na n-prvkové mnoºin¥ je

tedy n
n2+n

2 .

Záv¥r

Snad vás text bavil a v²emu jste porozum¥li. Hodn¥ ²t¥stí p°i °e²ení úloh.
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