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Pomocny text

BINARNI OPERACE

Uvod

Mili tesitelé,

binarni operace je pomérné abstraktni téma, a tak bude obcas potieba odprostit se od
konkrétnich ptrikladi a podivat se na véc s uréitym nadhledem. Nicméné feSeni problémi
byvaji ¢asto velmi hrava. AC¢ je tento text malinko del§i, vyskytuje se v ném jen malé
mnoZstvi teorie - definice bindrni operace, tfi vlastnosti a alternativni pohled na operace
pomoci tabulky. Text je pak vyplnén spoustou pfikladt a poznamek, které by vam mély
usnadnit pochopeni problematiky. Pokud nebudete nétemu rozumét, zkuste si text procist
vicekrat. Chce to vytrvalost, ale jist€ se pak vSe vyjasni a budete z toho Stastni. Pfi
pretrvavajicich nejasnostech se urcité nevahejte obratit na BrkosTeam nebo lépe piimo
na mé. Preji vam pFijemné nabyvani novych védomosti a ted s chuti do toho.

Binarni operace
Definice 4.1. Necht A je mnoZina. Bindrni operace na mnoziné A je zobrazeni
o: Ax A~ A

Poznamka. Podivejme se podrobnéji na pojmy pouzité v pfedchozi definici. A x A znaci
kartézsky sou¢in mnoziny A se sebou samou. Pokud jsou aq,as,...,a, prvky A, potom
prvky kartézského soucinu A x A jsou usporaddané dvojice, napt. (a1, a1), obecné (a;, a;)
pro kazdé i, j, pro kterd plati 1 < 7,5 < n. Uspofddané znamend, ze zalezi na pofadi,
a proto (a;,aj) # (aj,a;) (rovnost by nastala pouze ve specidlnim p¥ipadé, kdyby platilo
a; = a;j). Operace se nazyva binarni, protoze jejim defini¢ni oborem je kartézsky soucin
Ax A. Jinymi slovy, kazdym dvéma prvkim z mnoziny A pfifadi néjaky prvek z A. Binarni
operace se vétSinou neznad¢i pismeny, ale specidlnimi symboly jako napf.
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Jestlize o : A x A — A je binarni operace, pak misto o(a;,a;) (tzv. prefixovy zapis)
piseme radéji a; o a; (tzv. infixovy zapis). Podivejme se nyni na nékolik pfiklada binarnich
operaci.

Piiklad 4.6. Operace +,—, -, jak je zname, jsou bindrnimi operacemi na Z a Q. Operace
4+ a - jsou binarnimi operacemi také na mnoziné N, kdezto operace — neni, nebot 3 — 5
neni pfirozené ¢islo. Operace <+ neni bindrni operaci na Z, nebot napt. 1+ 2 neni celé &islo.
Déleni neni binarni operaci ani na @Q, nebot déleni nulou neni definovino. MiZeme vSak
uvazit mnozinu Q — {0}, na které déleni je binarni operaci.

NeZ budeme pokracovat, zkuste si rozmyslet, zda jsou nasledujici operace binarni:
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1. a%b=1naZ (operace x piifazuje kazdé dvojici celych ¢isel ¢islo jedna)

2. AN B na mnoziné kone¢nych podmnoZin mnoziny prirozenych ¢isel, které maji sudy
pocet prvki

3. axb=a’naZ
4. a®sb, které dvojici (a,b) priradi zbytek z a+b po déleni ¢islem 3 na mnoziné {0, 1,2}
5. maz(a,b) na N

Reseni. (ano|ne|nelano|ano)

Poznamka. Viimnéte si, ze max(a,b) je pikladem operace, ktera se zapisuje prefixoveé.
Na tomto misté bych mél také zminit, Ze symbol = nebyl v 1. a 3. pfipadu pouzit aplné
korektné. Spravné by se mélo pouzit := ("definitko”), ale nechtél jsem méné zkuSenym
¢tenafam ptisobit zbyteény zmatek. Toto zjednoduSeni se bude objevovat i dale.

Priklad 4.7. Na Q — {0} zavedme binarni operaci ® : a ® b = %. Kolik je [(1®2) ® 3] —
1®((2®3)]7

ReSeni. S operaci ® nemiizeme pracovat jako s ndm znamymi operacemi + nebo -, proto
postupujeme zevniti zavorek a vyhodnocujeme jednotlivé operace zvIast.

1
1®2=—
®© 2
1 1
293715
2@3—4
3
4 3
1®-==°
®3 4
1 9 8 | 2
12 12 12 | 3

Pojdme se nyni podivat na né&které vlastnosti binarnich operaci.

Definice 4.2. Operace o na mnoziné A se nazijvd komutativni, jestlize pro libovolné a,b € A
aob=boa
a asociativni, jestlize pro libovolné a,b,c € A
ao(boc)=(aob)oc

Poznamka. To, Ze je operace komutativni, tedy vlastné znamend, ze nezalezi na pofradi
prvkid v této operaci, protoze vysledek bude v obou piipadech stejny. Prikladem komuta-
tivni operace muze byt nam jiz znamé + nebo -, definované na Z. Nekomutativni operaci
miiZe byt — na Z. Operace od¢itani neni komutativni, protoze nap¥. 8—2 =6 #% —6 =2—8

Asociativita nam zase fiké, Ze miZeme libovolné prezavorkovat vyraz, ktery obsahuje
pouze danou operaci (proto si vét§inou muzeme dovolit zavorky vynechavat). Opét vime, ze
séitani a ndsobeni napt. na celych &islech je asociativni. Naopak odéitani na celych &islech
asociativni neni, nebot napf. (3 —-2) —1=0#2=3—-(2—-1).
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Pozor! Pokud operace nenf asociativni, vyraz a o b o ¢ neni jednoznac¢ny, a proto je
nutné psat kazdé operaci zavorky.

Priklad 4.8. Podivejme se nyni zpét na Priklad 4.1. Které z uvedenych operaci jsou
asociativn{ a které komutativni?

Reseni. (%, @3 a max jsou asociativni i komutativni, ostatni nejsou operace)

Priklad 4.9. Necht A je mnoZina a * je binarnf operace na A spliiujici dvé podminky:
pro libovolné z € A
T=T*XT

pro libovolna z,y,z € A
(x*xy)xz=(y*xz)*xx

Dokazte, ze * je komutativni.

Reseni. Chceme ukazat, ze plati  * y = y % 2. Zafnéme tedy s levou stranou. Nejdiive
vyuzijeme 1. podminky, kterd nam i{ka, ze misto libovolného prvku x ve vyrazu mtizeme
psat x x z, tedy i misto y miZeme psat y * y, musime si ale dat pozor na uzavorkovani
vzniklého vyrazu. Déle si uvédomime, 7Ze (y * y) je také prvek mnoziny A a vzhledem k
tomu, ze 2. podminka mé platit pro libovolné 3 prvky z A, musi platit také pro z,z,y * y.
Obdobné pro z,y * y, x, ¢imz se vysvétluje 3. rovnost. Nésledné vyuzijeme 2. podminky
uvniti velké zavorky pro y,z,y a poté znovu na celém vyrazu pro y * x,y,x. Nakonec
pouzijeme 1. podminku (v opa¢ném sméru) pro prvek y*x, a dostavame se tak k vysledku.

wry = (zxx)x(yxy) = (@x(yxy)) sz = ((yry)ra)re = ((yra)«y) e = (yxz)(yrz) = yz

Priklad 4.10. Necht A je mnoZina a * je binarni operace na A spliujici pro libovolnd z,y € S
xx(r*xy)=y=(y*xx)*x

Dokazte, Zze * je komutativni.

Reseni. zxy=yx (y*(xxy)) =y* ((x* (xxy))* (x*y)) =y *x (Zkuste nyni vypatrat
sami, ¢eho se kde vyuzije)

Piiklad 4.11. Necht je na R zadana bindrni operace e : = e y = ax + bxy + cy, kde
a,b,c € N. Ukazte, kdy je operace komutativni a kdy asociativni.

ReSeni. Aby e bylo komutativni, musi platit zey = y e x
ax + bxy + cy = ay + byxr + cy

ar —ay =cy —cx

proto a = c.
Aby e bylo asociativni, musi platit z e (y e z) = (z e y) @ z pro libovolné z,y,z € R.
RozepiSme z definice, ¢emu se rovna prava a leva strana:

re(yez)=uxe(ay+byz+cz) = axr + bx(ay + byz + cz) + c(ay + byz + cz)
= ax + abzy + b*xzy + bexz + acy + beyz + 2

(xoy)e®z=(ax+bxy + cy) ® z = alax + bxy + cy) + blax + bry + cy)z + cz
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= a’x + abxy + acy + abxz + b*xzy + beyz + cz

miizeme polozZit levou stranu rovnu pravé a odecist stejné cleny:
ax + bexz 4+ ¢z = a’x + abrz + ¢z
(a—a®)z 4+ (c—a)brz+ (> — )z =0

Toto m4 platit pro vSechna z,y,z € R, tedy i pro ta, kde x = 0,2 # 0 a x # 0,z = 0.
Odtud plyne, Ze a = ¢ = 1.

Piiklad 4.12. Uvazme operaci z minulého piikladu s konkrétnimi hodnotamia =1, b =1,
c= -3, zey =x+ xy — 3y. Najdéte zpiisob, jak zapsat ¢islo 18 pouze pomoci ¢isla 2, (,)
A e,

Reseni. Mame jen jedinou moznost, jak za¢it: 2 ¢ 2 = 0. Vidime, e pomoci &isla 2 a
operace o lze vyjadfit ¢islo 0, proto miizeme uvazit nasledujici operaci:
0e2=(2e2) 2= —6
Je vidét, 7ze 0 e x = —3x, proto
18=00—-6=(202)0((202)02)

Definice 4.3. Necht A je mnoZina a o je bindrni operace na A. Prvek x € A se nazjvd
idempotentni, jestlife xox = x

Priklad 4.13. Zamyslete se, zda existuje binarni operace na né&jaké mnoziné, vzhledem k
Z

niz jsou vSechny prvky dané mnoziny idempotentni.

Regeni. Takové operace jsme prece uz vidéli v P¥ikladu 4.1: operace maz a N (pokud
bychom uvazili vhodnou mnozinu, na niz by N byl binérni operace).

Priklad 4.14. Necht e je operace z Pfikladu 4.6. VSechny prvku budou idempotentni
vzhledem k e pravé tehdy, kdyz b = 0, jedno ¢, d je rovno 1 a druhé 0.

Poznamka. Jednim ze zptlsobi, jak znazornit binarni operaci, je pomoci tabulky. Necht
A = {a,b,c}, potom mizeme operaci o : A x A — A zavést takto:

|| O
OIS e e
QIO TS
[l RS RN Ne

Je zvykem, Ze prvné Cteme fadek a az poté sloupec. To znamend, 7e vysledek operace
coa je zapsan v tabulce ve ¢tvrtém Ffadku a druhém sloupci a vysledek a o ¢ je zapsan ve
druhém radku a ¢tvrtém sloupci. Takto definovand tabulka nam dava komutativni binarni
operaci. Asociativitu bychom museli ovéfit pro kazdou trojici, ale zde ovéfime platnost
pouze pro trojici a, b, c, tj.

(aob)oc=boc=a

ao(boc)=aoca=a

~~~~~~

Pozorny étendr si jisté v8imne, Ze tato tabulka zadava presné operaci @3 z Prikladu 4.1.
O té uz jsme ukézali dfive, Ze je komutativni i asociativni.
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Priklad 4.15. Doplitte nasledujici tabulku tak, aby byla operace ¢ asociativni.

a|b

| SR|O

Reseni. Protoze ma byt operace asociativni, ur¢ité musi platit

l.c=aoc=(avb)oc=ao(boc)

Jediny prvek, pro ktery plati a oz = ¢, je prvek ¢, proto (boc) = ¢
2. ao(boa)=(aob)oa=aca="hb

Jediny prvek, pro ktery plati a oz = b, je prvek a, proto (boa) =a
3. a0 (coc)=(avc)oc=coc

Jediny prvek, pro ktery plati a ¢ x = x je prvek ¢, proto (coc) = ¢
4. ao(bob)=(aob)ob=aob=10

Jediny prvek, pro ktery plati a ¢ x = a je prvek b, proto (bob) =b
5. ao(cob)=(avc)ob=cob

Jediny prvek, pro ktery plati a ¢ x = x je prvek ¢, proto (cob) = ¢

6. ao(coa)=(avc)oa=coa=c

Jediny prvek, pro ktery plati a o x = ¢, je prvek ¢, proto (coa) = ¢

a b c
b a c
a2) | ba | cqy
€6) | €5) | €3)

QOISO

Piiklad 4.16. Kolik existuje riznych binarnich operaci na n-prvkové mnoziné? Kolik z
nich je komutativnich?

Reseni. Do kazdého policka tabulky miZeme napsat jedno z n prvkd mnoziny. Policek je
celkem n?, mame tedy n"’ moznosti, jak tabulku doplnit, proto n"’ operaci.

Aby operace byla komutativni, musi byt tabulka symetricka podle diagonély vedouci z
levého horntho rohu. Proto sta¢{ uvazit viechny moznosti jen pro policka na diagondle a

~ : 2_ 2 . , s P Ve v
nad ni. Téch je celkem n + 5= = " 2+ t Komutativnich operaci na n-prvkové mnoziné je

n2+n

tedy n~ 2

Zavér

Snad vas text bavil a v8emu jste porozuméli. Hodné §tésti p¥i feSeni dloh.
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