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Pomocný text

Teorie her

Milí °e²itelé,

první £ty°i úlohy kaºdé série spojuje jisté téma a vám bude poskytnut text, který vás
tímto tématem mírn¥ provede a pom·ºe vám p°i °e²ení t¥chto úloh.

Teorie her, jiº jsme zvolili za téma druhé série, je odv¥tví matematiky zabývající se
optimálním °e²ením v²emoºných kon�ikt· mezi alespo¬ 2 stranami. Výsledkem bádání by
pak m¥la být co nejlep²í strategie pro jednu, nebo více stran. Teorie her má aplikaci nejen
v ekonomii, ale i nap°. biologii £i sociologii.

Cílem této teorie je hru zanalysovat a ur£it, zda n¥který z hrá£· má výherní / nepro-
hrávající strategii a p°ípadn¥ ji i nalézt. Strategií je n¥jaký postup, dle kterého se lze v
kaºdé pozici ve h°e rozhodnout, který tah pouºít, a to jednozna£n¥.

Klasi�kace

Protoºe her je celá spousta a r·zné typy her se °e²í r·znými p°ístupy, klasi�kujeme hry
podle n¥kterých kritérií:

1. Dle sou£tu:

• Hry s nulovým sou£tem hrá£i vyhrají na úkor ostatních. Celkový zisk ze hry
v²ech hrá£· je tak roven nule. P°íkladem je poker, ale i ²achy.

• Hry s nenulových sou£tem je moºné, ºe v²ichni budou mít ze hry uºitek,
a naopak, ºe v²ichni prod¥lají. P°íkladem je nap°íklad známé v¥z¬ovo dilema
nebo ekonomika, kde si mohou ²kodit podniky navzájem.

2. Dle informací:

• Hry s úplnými informacemi v²ichni hrá£i mají stejné informace o stavu hry
a ty jsou úplné, tedy kompletn¥ tento stav de�nují. Tedy v p°ípad¥ �rozbití
hracího plánu� jej dokáºí dokonale zrekonstruovat (v£etn¥ nap°. i odhazovacího
a dobíracího balí£ku). P°íkladem op¥t ²achy. Naproti tomu ºolík, i pokud si hrá£i
vidí do karet, nikoliv, nebo´ po°ád neznají po°adí karet v dobíracím balí£ku.

• Hry s neúplnými informacemi hrá£i mají bu¤ nestejné informace nebo ne-
úplné ve smyslu jednozna£nosti stavu hry.

3. Dle kone£nosti:

• Kone£ná kaºdá hra (partie) skon£í po kone£ném po£tu tah· (nelze hrát do
nekone£na a to a´ hrají hrá£i jakkoli). P°íkladem je t°eba Tic Tac Toe.
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• Nekone£ná existuje taková kombinace strategií, ºe jimi hraná partie nikdy
nedojde do koncové pozice. P°íkladem jsou t°eba pi²kvorky na nekone£ném poli.

Nestranné kone£né kombinatorické hry

Jednou ze t°id her jsou takzvané kombinatorické hry, které si nyní popí²eme. Jsou to hry
dvou hrá£· s úplnými informacemi, bez náhody. Hra je ur£ena stavy, ve kterých se m·ºe
nacházet (a zpravidla je jich kone£n¥ mnoho). Je de�nován jeden startovní stav a mnoºina
koncových stav·. Hrá£i se pravideln¥ st°ídají. Dosaºením koncového stavu kon£í hra. Podle
verse hry bu¤ vít¥ztvím hrá£e, který hrál naposledy (normální hra), vít¥zstvím hrá£e, který
uº nem·ºe hrát (nuzná hra).

Pokud jsou ob¥ma hrá£·m dostupné stejné tahy (pokud se hra nachází v ur£itém stavu,
tak stavy, do kterých lze p°ejít, jsou pro oba stejné) °ekneme, ºe hra je nestranná.

P°íkladem kombinatorické hry jsou ²achy. Oba hrá£i vidí celou hrací desku, kam chce
hrá£ táhnout, tam táhne, stavy hry jsou moºná rozestavení ²achovnice a p°echody mezi
stavy jsou tahy povolené ²achovými pravidly. Koncové stavy jsou ta rozestavení ²achovnice,
kde jeden hrá£ druhému dává mat £i nastává pat. Po£áte£ní stav je samoz°ejm¥ po£áte£ní
rozestavení �gurek. Tato hra ov²em není nestranná, nebo´ £erný jede £ernými a bílý bílými.

Strategie se poté dá s výhodou de�novat jako funkce f z mnoºiny stav· do mnoºiny
stav·, kde platí pro v²echny stavy x, ºe x→ f(x) je tah povolený pravidly.

Základní metodou °e²ení kone£ných nestranných kombinatorických her je metoda P-

N- stav·. N-stav je takový stav, ze kterého, pokud se v n¥m hrá£ ocitne, existuje vít¥zná
strategie (nezáleºe na h°e hrá£e). P-stav je takový stav, který nevede do ºádného jiného
stavu neº P-stavu.

Z konstrukce p°i°azení P- a N- jednotlivým stav·m bude jasné, ºe kaºdý stav má práv¥
jedno z t¥chto písmenek (budeme uvaºovat normální hru, pro nuznou obdobn¥):

1. ozna£íme v²echny koncové stavy jako P-stavy (hrá£, který se dostal do tohoto stavu
uº nem·ºe hrát a tedy prohrál).

2. ozna£íme stavy, ze kterých vede alespo¬ jeden tah do P-stavu jako N-stav (vít¥zná
strategie je samoz°ejm¥ provést tento tah, £ímº soupe° bude v P-stavu a musí táhnout
op¥t do N-stavu, nebo prohrát, pokud je stav koncový).

3. ozna£íme stavy, ze kterých vedou tahy pouze do N-stav· jako P-stavy.

4. body 2 a 3 opakujeme, dokud lze, poté zbydou pouze nedosaºitelné stavy. Po£áte£ní
mezi nimi být nem·ºe, jinak by hra nebyla kone£ná.

Vzhledem ke kone£nému po£tu stav· je tento postup zcela korektní a skute£n¥ v²echny
dosaºitelné stavy (a moºná i n¥které nedosaºitelné) opísmenkuje (rozmyslete si).

Ilustrujme na p°íkladu velmi jednoduché klasické hry na odebírání sirek:

P°íklad 2.1. M¥jme 6 sirek. Kaºdý hra£ na tahu musí odebrat 1, nebo 2 sirky. Prohrává
hrá£, jenº jiº nem·ºe odebrat ºádnou sirku. Ur£ete, zda má n¥který z hrá£· vít¥znou
strategii a jakou.

Jako P-stav ozna£íme jediný kone£ný stav, t. j. 0 sirek. Do n¥j nyní vedou 2 stavy, a
to 1 a 2 sirky. Ze stavu 3 m·ºeme odebrat bu¤ jednu nebo dv¥ sirky a tím se dostat do
stav· 2 nebo 1 Stav 3 je tedy P-stav. Stavy 4 a 5 jsou tedy op¥t N-stavy a stav 6 op¥t
P-stav.
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Vít¥znou strategii má tedy druhý hrá£. Prvním tahem odebere tolik sirek, aby z·staly
3 a 2. tahem svým vyhraje.

D·leºitým d·sledkem v¥ty o P- a N- stavech je, ºe kaºdá nestranná kone£ná kombina-
torická hra má vít¥znou strategii pro n¥kterého z hrá£·.

Podívejme se nyní na jiný p°íklad a vy°e²me jej.

P°íklad 2.2. M¥jme m a n sirek na dvou hromádkách. Hrá£ si ve svém tahu vybere jednu
hromádku a odebere z ní alespo¬ jednu sirku (maximáln¥ v²echny). Hrá£, který nem·ºe
táhnout, prohrál. Nalezn¥te vít¥znou strategii pro jednoho z hrá£·.

Samoz°ejm¥ i tento p°íklad by ²el °esit metodou P- N- stav·. My ale vyuºijeme jinou
£asto pouºívanou metodu párování tah·. Zde zpravidla existuje vít¥zná strategie, která
kopíruje tahy soupe°e.

Podívejme se, jak by m¥l postupovat druhý hrá£, pokud m = n. Pak zjevn¥ první hrá£
odebráním k sirek z jedné hromádky (bez újmy na obecnosti první) dostane hru do stavu
n− k, n. Druhý hrá£ tedy odebráním k sirek z druhé hromádky op¥t srovná po£ty sirek v
obou hromádkách a stav je n − k, n − k. Za nejpozd¥ji 2k tah· je tedy stav 0, 0 a druhý
hrá£ vyhrává.

Pokud tedy m 6= n (bez újmy na obecnosti m > n), pak první hrá£ odebere z první
hromádky m−n sirek a tím se dostane do pozice druhého hrá£e za stavu n, n, coº je P-stav.

P°ikládáme zde je²t¥ jednu proslulou hru na procvi£ení párování (samoz°ejm¥ není
kombinatorická):

P°íklad 2.3. 2 loupeºníci cht¥jí umístit mince na st·l tak, aby se nep°ekrývaly. St°ídají se
v umis´ování, prohrává ten, který uº nem·ºe umístit dal²í minci. Který z nich má vít¥znou
strategii a jakou? Nezapome¬te na st°ed stolu!

Nim

Asi by vás zajímalo, jak by dopadl p°íklad 2.2 pro více neº 2 hromádky. Samoz°em¥ je
moºné stále procházet v²echny stavy, jejich po£et ale roste exponenciáln¥ (hodn¥ rychle)
vzhledem k po£tu hromádek. Poj¤me tedy najít jiný zp·sob ur£ování P- a N- stav·, aniº
bychom museli p°edpo£ítávat v²echny men²í.

Poznámka. Na tomto míst¥ si dovolíme malou odbo£ku. De�nujeme operaci takzvaného
nim-sou£tu (⊕) nezáporných celých £ísel. Ten funguje tak, ºe zapí²eme ob¥ £ísla v binární
soustav¥ a poté provedeme operaci XOR na kaºdé pozici. Výsledkem XOR je 1, pokud je
práv¥ jedna z £íslic 1 a druhá 0, jinak vrací 0. Nap°. nim-sou£et 9 a 12:

9⊕ 12 = 1001⊕ 1100 = 0110 = 6

Snadno bychom se p°esv¥d£ili, ºe nim-sou£et je asociativní, má tedy cenu jej závád¥t nejen
pro dvojice, ale i pro n-tice £ísel.

De�nujme tedy p°esn¥, co myslíme hrou Nim:

P°íklad 2.4. Hra Nim je hra dvou hrá£·. Je sloºena z k ∈ N hromádek o n1, . . . , nk ∈ N
kamenech. Ve svém tahu si hrá£ vybere jednu hromádku ve odebere z ní jeden aº v²echny
kameny. Hrá£i se vºdy po tahu st°ídají. Hra kon£í, kdyº na ºádné hromádce nejsou kameny.
Vyhrává hrá£, který naposledy táhnul.
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Pro k = 2 jiº máme vy°e²eno. Pro vy²²í k bychom ale s tímto p°ístupem nevysta£ili.
Proto si zavedem siln¥j²í ozna£ení stav· neº pouze binární P- N-.

Vyslovíme nejd·leºit¥j²í v¥tu celého textu:

V¥ta 2.1 (Bouton). Hra Nim se nachází v P-stavu práv¥ tehdy, kdyº nim-sou£et po£tu

kamen· v jednotlivých hromádkách je roven 0.

D·kaz. D·kaz povedeme tak, ºe jednotlivé kroky konstrukce P- a N- stav· budeme kon-
trolovat, zda námi de�nované pravidlo tento postup spl¬uje.

1. koncový stav je jediný a jsou to samé 0. Dle de�nice Nimu je to P-stav. Sta£í tedy
ov¥°it, ºe má nim-sou£et po£t· kamen· hodnotu 0. To je ale pravda, nebo´ nim-sou£et
k nul je po°ád 0 (0⊕ (0⊕ (0⊕ · · · ⊕ 0) . . . ) = 0)

2. nyní chceme ukázat, ºe se do stav· s nim-sou£tem 0 dostanu ze kaºdého stavu s nim-
sou£tem nenulovým. To je ale jednoduché, podívejme se v binárním zápise na zleva
první 1 a její °ád si zapamatujme. Nyní se podívejme na jednu z hromádek, která
má po£et kamen· takový, ºe na tomto °ádu má také 1 (alepo¬ jedna taková musí
existovat, jinak by byla v nim-sou£tu 0 v tomto °ádu). Odebereme z této hromádky
takový po£et kamen·, aby byl nim-sou£et roven 0. To se nám ur£it¥ povede, °ády
vlevo od nalezeného °ádu nem¥níme a nalezený °ád je nejvy²²í a my na místo 1
chceme napsat 0. Po£et kamen· tedy ur£it¥ klesne.

3. ukáºeme, ºe ze stavu s nim-sou£tem 0 nevede tah do jiného stavu s nim-sou£tem 0.
To je ale také z°ejmé, kdyº si uv¥domíme, ºe k − 1 po£t· kamen· na bezezbytku
ur£uje, jaký musí být po£et kamen· v poslední hromádce, aby byl nim-sou£et 0.
Pokud tedy uº nim-sou£et 0 je, pak zm¥nou po£tu kamen· v jedné hromádce ur£it¥
tento nim-sou£et pokazíme.

Tím jsme tedy ukázaly, ºe skute£n¥ stavy s nulovým nim-sou£tem odpovídají P- stav·m a
s nenulovým N- stav·m.

V²imn¥me si, ºe pro k = 2 tvrzení odpovídá jiº nám známému, nebo´ dv¥ £ísla mají
nulový nim-sou£et práv¥, kdyº jsou stejná.

Pokud jste t°eba zcela nepochopili d·kaz nezoufejte, ukáºeme si postup na p°íkladu:

P°íklad 2.5. M¥jme trojhromádkový nim (k = 3) s po£áte£ní pozicí (6, 30, 18). Ur£ete,
zda je to P- nebo N- stav a v p°ípad¥ N-stavu najd¥te tah do P-stavu.

Spo£ítáme nim-sou£et:

6⊕ 30⊕ 18 = 00110⊕ 11110⊕ 10010 = 01010 = 10

takºe dle Boutonovy v¥ty se jedná o N-stav. Abychom na²li tah do P-stavu, podíváme se
na nim-sou£et. Ten má nejlev¥j²í 1 v °ádu 8 (23). Podíváme-li se do hromádek, zjistíme, ºe
jediná hromádka, která má jedni£ku v °ádu v °ádu 8 je hromádka se 30 kameny. Vidíme,
ºe dal²í jedni£ka v nim-sou£tu je v °ádu 2. Chceme tedy, aby se ze 30 stalo £íslo, které má
na míst¥ 8 a 2 opa£né £íslice, neº m¥lo: 11110→ 10100 = 20

Chceme tedy odebrat 9 kamen· ze 2 hromádky.
Pro kontrolu m·ºeme provést nim-sou£et nastané pozice:

6⊕ 21⊕ 18 = 00110⊕ 10100⊕ 10010 = 00000 = 0

D·vod, pro£ nás hra Nim tak zajímá je ten, ºe velký po£et nestranných (i n¥které
stranné) kombinatorických her se dá na tuto hru p°evést. Ukáºeme si jednu takovou.
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P°íklad 2.6. M¥jme ²achovnici n× n a na jejích polích umíst¥ny mince. M·ºe být i více
neº jedna mince na jednom poli. Hrá£i se pravideln¥ st°ídají. Hrá£ ve svém tahu vezme
minci a posune ji bu¤ doleva, nebo dol· o libovolný po£et polí, aby z·stal na ²achovnici.
Hrá£, který nem·ºe jet, prohrál (v²echny mince jsou v levém dolním rohu).

Snadno si rozmyslíme, ºe kaºdá mince mince p°edstavuje dv¥ hromádky Nimu. P°i
m mincích tak vlastn¥ jde o Nim s 2m hromádkami. Tah dol· mincí je ubírání z jedné
hromádky a tah doleva ze druhé.

Na internetu zajisté najdete je²t¥ desítky jiných her p°eveditelných na Nim, proto nemá
cenu je zde vypisovat.

Tím se s vámi také lou£í tento studijní text. Snad vám bude nápomocen nejen p°i °e²ení
úloh. Hodn¥ ²t¥stí!
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