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Pomocny text

TEORIE HER

Mili fesitelé,

prvni ¢tyti tlohy kazdé série spojuje jisté téma a vam bude poskytnut text, ktery vés
timto tématem mirné provede a pomuze vam pii fedeni téchto tloh.

Teorie her, jiz jsme zvolili za téma druhé série, je odvétvi matematiky zabyvajici se
optimalnim FeSenim vSemoznych konfliktid mezi alespon 2 stranami. Vysledkem badani by
pak méla byt co nejlepsi strategie pro jednu, nebo vice stran. Teorie her m4 aplikaci nejen
v ekonomii, ale i nap¥. biologii & sociologii.

Cilem této teorie je hru zanalysovat a urcit, zda néktery z hra¢a ma vyherni / nepro-
hravajici strategii a pfipadné ji i nalézt. Strategii je néjaky postup, dle kterého se lze v
kazdé pozici ve hie rozhodnout, ktery tah pouZit, a to jednoznacné.

Klasifikace

Protoze her je cela spousta a rizné typy her se Fesi rliznymi pfistupy, klasifikujeme hry
podle nékterych kritérii:

1. Dle souctu:
e Hry s nulovym soué¢tem hri¢i vyhraji na tkor ostatnich. Celkovy zisk ze hry

v8ech hracu je tak roven nule. Pitkladem je poker, ale i Sachy.

e Hry s nenulovych souctem je moZné, Ze vSichni budou mit ze hry uzitek,
a naopak, Ze v8ichni prodélaji. Prikladem je napfiklad znédmé véziiovo dilema
nebo ekonomika, kde si mohou gkodit podniky navzajem.

2. Dle informaci:

e Hry s dplnymi informacemi vsichni hra¢i maji stejné informace o stavu hry
a ty jsou uplné, tedy kompletné tento stav definuji. Tedy v piipadé “rozbiti
hraciho planu” jej dokéazi dokonale zrekonstruovat (véetné napt. i odhazovaciho
a dobiraciho bali¢ku). P¥ikladem opét 8achy. Naproti tomu zolik, i pokud si hraci
vidi do karet, nikoliv, nebot pofad neznaji potfadi karet v dobiracim balicku.

e Hry s netplnymi informacemi hraci maji bud nestejné informace nebo ne-
aplné ve smyslu jednoznacnosti stavu hry.

3. Dle konecnosti:

e Koneé¢na kazda hra (partie) skon¢i po konetném poctu tahii (nelze hrat do
nekonecna a to at hraji hraci jakkoli). Piikladem je tfeba Tic Tac Toe.
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e Nekonec¢néa existuje takova kombinace strategii, Ze jimi hrana partie nikdy
nedojde do koncové pozice. Prikladem jsou tieba piskvorky na nekoneéném poli.

Nestranné kone¢né kombinatorické hry

Jednou ze t¥id her jsou takzvané kombinatorické hry, které si nyni popiSeme. Jsou to hry
dvou hra¢a s dplnymi informacemi, bez ndhody. Hra je urcena stavy, ve kterych se mize
nachéazet (a zpravidla je jich kone¢né mnoho). Je definovan jeden startovni stav a mnoZzina
koncovych stavi. Hraci se pravidelné stiidaji. Dosazenim koncového stavu kondéi hra. Podle
verse hry bud vitéztvim hrace, ktery hral naposledy (normdini hra), vitézstvim hréace, ktery
uz nemtze hrat (nuznd hra).

Pokud jsou obéma hrac¢im dostupné stejné tahy (pokud se hra nachézi v ur¢itém stavu,
tak stavy, do kterych lze piejit, jsou pro oba stejné) fekneme, Ze hra je nestranna.

Piikladem kombinatorické hry jsou Sachy. Oba hraci vidi celou hraci desku, kam chce
hra¢ tahnout, tam tahne, stavy hry jsou moZné rozestaveni Sachovnice a pfechody mezi
stavy jsou tahy povolené Sachovymi pravidly. Koncové stavy jsou ta rozestaveni Sachovnice,
kde jeden hra¢ druhému dava mat ¢i nastava pat. Poc¢ateéni stav je samoziejmé pocatecéni
rozestaveni figurek. Tato hra ovSem neni nestrannd, nebot ¢erny jede Cernymi a bily bilymi.

Strategie se poté da s vyhodou definovat jako funkce f z mnoziny stavi do mnoziny
stavil, kde plati pro vSechny stavy xz, ze x — f(x) je tah povoleny pravidly.

Zakladni metodou feSeni kone¢nych nestrannych kombinatorickych her je metoda P-
N- stavi. N-stav je takovy stav, ze kterého, pokud se v ném hrac ocitne, existuje vitézna
strategie (nezaleze na hie hrace). P-stav je takovy stav, ktery nevede do zadného jiného
stavu nez P-stavu.

7 konstrukce prifazeni P- a N- jednotlivym stavtim bude jasné, ze kazdy stav ma prave
jedno z t&chto pismenek (budeme uvazovat normélni hru, pro nuznou obdobné):

1. oznac¢ime vSechny koncové stavy jako P-stavy (hra¢, ktery se dostal do tohoto stavu
uz nemuze hrat a tedy prohral).

2. oznacime stavy, ze kterych vede alespon jeden tah do P-stavu jako N-stav (vitézna
strategie je samoziejmé provést tento tah, ¢imz soupei bude v P-stavu a musi tahnout
opét do N-stavu, nebo prohrat, pokud je stav koncovy).

3. oznacime stavy, ze kterych vedou tahy pouze do N-stavi jako P-stavy.

4. body 2 a 3 opakujeme, dokud lze, poté zbydou pouze nedosaZitelné stavy. Poc¢atecni
mezi nimi byt nemtzZe, jinak by hra nebyla kone¢na.

Vzhledem ke kone¢nému poctu stavi je tento postup zcela korektni a skutecné vSechny
dosazitelné stavy (a mozna i nékteré nedosazitelné) opismenkuje (rozmyslete si).
[ustrujme na piikladu velmi jednoduché klasické hry na odebirani sirek:

Priklad 2.1. Mé&jme 6 sirek. Kazdy hra¢ na tahu musi odebrat 1, nebo 2 sirky. Prohrava
hra¢, jenz jiz nemiZe odebrat Zzadnou sirku. Urcete, zda ma néktery z hract vitéznou
strategii a jakou.

Jako P-stav oznacime jediny konefny stav, t. j. 0 sirek. Do néj nyni vedou 2 stavy, a
to 1 a 2 sirky. Ze stavu 3 mtizeme odebrat bud jednu nebo dvé sirky a tim se dostat do
stavii 2 nebo 1 Stav 3 je tedy P-stav. Stavy 4 a 5 jsou tedy opét N-stavy a stav 6 opét
P-stav.
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Vitéznou strategii ma tedy druhy hra¢. Prvnim tahem odebere tolik sirek, aby ztistaly
3 a 2. tahem svym vyhraje.

Dilezitym disledkem véty o P- a N- stavech je, Ze kazda nestranné kone¢na kombina-
torickd hra méa vitéznou strategii pro nékterého z hrach.

Podivejme se nyni na jiny piiklad a vyieSme jej.

Piiklad 2.2. Mé&jme m a n sirek na dvou hromadkach. Hra¢ si ve svém tahu vybere jednu
hroméadku a odebere z ni alesponi jednu sirku (maximélné vSechny). Hra¢, ktery nemiize
tdhnout, prohral. Naleznéte vitéznou strategii pro jednoho z hracu.

Samoziejmeé i tento piiklad by Zel Fesit metodou P- N- stavi. My ale vyuZijeme jinou
casto pouzivanou metodu parovani tahd. Zde zpravidla existuje vitézna strategie, kterd
kopiruje tahy soupefe.

Podivejme se, jak by mél postupovat druhy hrac¢, pokud m = n. Pak zjevné prvni hrac
odebranim k sirek z jedné hromadky (bez 1jmy na obecnosti prvni) dostane hru do stavu
n — k,n. Druhy hra¢ tedy odebranim k sirek z druhé hromadky opét srovnéa poéty sirek v
obou hromédkéch a stav je n — k,n — k. Za nejpozd&ji 2k tahi je tedy stav 0,0 a druhy
hraé vyhrava.

Pokud tedy m # n (bez ijmy na obecnosti m > n), pak prvni hra¢ odebere z prvni
hroméadky m —mn sirek a tim se dostane do pozice druhého hrace za stavu n, n, coz je P-stav.

Piikladame zde jesté jednu proslulou hru na procvi¢eni parovani (samozfejmé neni
kombinatoricka):

Priklad 2.3. 2 loupeZznici cht&ji umistit mince na stil tak, aby se nepiekryvaly. Stiidaji se
v umistovani, prohréava ten, ktery uz nemuze umistit dalsi minci. Ktery z nich m4 vitéznou
strategii a jakou? Nezapomefte na stied stolu!

Nim

Asi by vas zajimalo, jak by dopadl pfiklad 2.2 pro vice nez 2 hromadky. Samoziemé je
mozné stale prochazet vechny stavy, jejich pocet ale roste exponencidlné (hodné rychle)
vzhledem k poc¢tu hromadek. Pojdme tedy najit jiny zptisob ur¢ovani P- a N- stavi, aniz
bychom museli predpocitavat vSechny mensi.

Poznamka. Na tomto misté si dovolime malou odbo¢ku. Definujeme operaci takzvaného
nim-souctu (@) nezapornych celych ¢isel. Ten funguje tak, ze zapiSeme obé ¢isla v bindrni
soustavé a poté provedeme operaci XOR na kazdé pozici. Vysledkem XOR je 1, pokud je
praveé jedna z ¢islic 1 a druhd 0, jinak vraci 0. Napf. nim-soucet 9 a 12:

9@ 12 =1001 ® 1100 = 0110 =6

Snadno bychom se presvédcili, Ze nim-soucet je asociativni, ma tedy cenu jej zadvadét nejen
pro dvojice, ale i pro n-tice ¢isel.

Definujme tedy presné, co myslime hrou Nim:

Piiklad 2.4. Hra Nim je hra dvou hra¢t. Je sloZena z k € N hromédek o ny,...,np € N
kamenech. Ve svém tahu si hra¢ vybere jednu hromédku ve odebere z ni jeden az vSechny
kameny. Hrac¢i se vzdy po tahu stfidaji. Hra konéi, kdyz na zadné hroméadce nejsou kameny.
Vyhrava hrac, ktery naposledy tdhnul.
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Pro k = 2 jiz mame vyfeSeno. Pro vySsi k bychom ale s timto piistupem nevystadili.
Proto si zavedem silnéjsi oznaceni stavi neZ pouze binarni P- N-.
Vyslovime nejdtlezitéjsi vétu celého textu:

Véta 2.1 (Bouton). Hra Nim se nachdzi v P-stavu prdvé tehdy, kdyZ nim-soucet poctu
kament v jednotliviich hromddkdch je roven 0.

Diikaz. Diikaz povedeme tak, Ze jednotlivé kroky konstrukce P- a N- stavii budeme kon-
trolovat, zda nami definované pravidlo tento postup spliiuje.

1. koncovy stav je jediny a jsou to samé 0. Dle definice Nimu je to P-stav. Staci tedy
ovérit, ze ma nim-soucet poctl kament hodnotu 0. To je ale pravda, nebot nim-soucet
k nul je porad 0 (0 (0B (0 ---®0)...) =0)

2. nyni chceme ukazat, ze se do stavt s nim-souc¢tem 0 dostanu ze kazdého stavu s nim-
sou¢tem nenulovym. To je ale jednoduché, podivejme se v binarnim zéipise na zleva
prvni 1 a jeji fad si zapamatujme. Nyn{ se podivejme na jednu z hromadek, ktera
ma pocet kameni takovy, Ze na tomto Fadu mé také 1 (aleponn jedna takova musi
existovat, jinak by byla v nim-sou¢tu 0 v tomto fadu). Odebereme z této hromadky
takovy pocet kament, aby byl nim-soucet roven 0. To se ndm urcité povede, fady
vlevo od nalezeného fddu neménime a nalezeny fad je nejvyssi a my na misto 1
chceme napsat 0. PocCet kamenii tedy uréité klesne.

3. ukdzeme, Ze ze stavu s nim-souctem 0 nevede tah do jiného stavu s nim-souctem 0.
To je ale také ziejmé, kdyz si uvédomime, ze k — 1 poctd kament na bezezbytku
urcuje, jaky musi byt pocet kamenti v posledni hromdadce, aby byl nim-soucet 0.
Pokud tedy uz nim-soucet 0 je, pak zménou poétu kament v jedné hromédce urcité
tento nim-soucet pokazime.

Tim jsme tedy ukézaly, ze skute¢né stavy s nulovym nim-souc¢tem odpovidaji P- stavtim a
s nenulovym N- stavim.

VEimnéme si, ze pro k = 2 tvrzeni odpovida jiz ndm znadmému, nebot dvé Cisla maji
nulovy nim-soucet préavé, kdyz jsou stejna.
Pokud jste tf¥eba zcela nepochopili ditkaz nezoufejte, ukdZzeme si postup na piikladu:

Priklad 2.5. Mé&jme trojhromadkovy nim (k = 3) s pocateéni pozici (6,30, 18). Urcete,
zda je to P- nebo N- stav a v pfipadé N-stavu najdéte tah do P-stavu.

Spocéitame nim-soucet:
60304618 =001104 11110 10010 = 01010 = 10

takze dle Boutonovy véty se jednd o N-stav. Abychom nagli tah do P-stavu, podivame se
na nim-soucet. Ten m4 nejlevéjsi 1 v Fadu 8 (23). Podivame-li se do hromadek, zjistime, Ze
jedind hroméadka, kterd mé jedni¢ku v fadu v fadu 8 je hroméadka se 30 kameny. Vidime,
7e dalsi jednic¢ka v nim-souctu je v fadu 2. Chceme tedy, aby se ze 30 stalo ¢islo, které ma
na misté 8 a 2 opacné Cislice, nez mélo: 11110 — 10100 = 20

Chceme tedy odebrat 9 kament ze 2 hromadky.

Pro kontrolu miZeme provést nim-soucet nastané pozice:

6@21®18 = 00110 ® 10100 @ 10010 = 00000 = O

Duvod, pro¢ nas hra Nim tak zajima je ten, Ze velky pocet nestrannych (i nékteré
stranné) kombinatorickych her se da na tuto hru prevést. UkaZzeme si jednu takovou.
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Priklad 2.6. Mé&jme sachovnici n X n a na jejich polich umistény mince. Miize byt i vice
nez jedna mince na jednom poli. Hraéi se pravidelné st¥idaji. Hra¢ ve svém tahu vezme
minci a posune ji bud doleva, nebo doli o libovolny pocet poli, aby ztstal na $achovnici.
Hrag¢, ktery nemuze jet, prohrél (vSechny mince jsou v levém dolnim rohu).

Snadno si rozmyslime, 7e kazda mince mince piedstavuje dvé hromadky Nimu. Pfi
m mincich tak vlastné jde o Nim s 2m hroméadkami. Tah dold minci je ubirani z jedné
hromadky a tah doleva ze druhé.

Na internetu zajisté najdete jesté desitky jinych her preveditelnych na Nim, proto nemé
cenu je zde vypisovat.

Tim se s vami také loudi tento studijni text. Snad vam bude nidpomocen nejen pii feseni
tloh. Hodné sté&sti!
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