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Pomocný text

Nerovnosti

Milí °e²itelé,

tento text vás uvede do ²iroké palety matematických úloh souhrnn¥ nazvaných ne-
rovnosti. Jde o úlohy vcelku oblíbené na sout¥ºích olympiádního typu, p°esto je jim ve
standardní výuce v¥nováno jen minimum £asu nebo se o nich ve ²kole nedovíte v·bec. V
povídání si nejprve ukáºeme, co to vlastn¥ nerovnosti jsou, a nau£íme se je °e²it. Za£neme
t¥mi úpln¥ jednoduchými a dostaneme se aº k mírn¥ pokro£ilým a pokro£ilým. Nerov-
nosti jsou ale orhomn¥ ²iroké a bohaté téma a není v·bec v na²ich silách pokrýt v²e, co by
se o nich dalo °íci. Neváhejte tak obrátit se také na dal²í zdroje i mimo tento pomocný text.

Úvod

Ve výuce jste se uº nejspí² setkali s nerovnicemi. Nenechte se ale zmýlit podobou názv·,
nerovnosti a nerovnice jsou hodn¥ odli²né pojmy. Z ur£itého úhlu pohledu jsou nerov-
nosti dokonce úplný opak nerovnic. Nerovnice je úloha, na jejímº za£átku je výraz typu
A(x) < B(x) (p°ípadn¥ >, ≤, nebo ≥) a postupn¥ se r·znými úpravami, úvahami a zpra-
vidla rozborem moºností dopracujete k mnoºin¥ M £ísel x (obvykle podmnoºina reálných
£ísel), která p·vodní nerovnici vyhovují. Mohou se pak objevit také obecn¥j²í p°íklady, kdy
porovnáváme nap°íklad výrazy závisející na více prom¥nných, máme zadáno více nerovnic
sou£asn¥ atd.

Nerovnost funguje p°esn¥ opa£n¥. Na za£átku je obvykle zadaná n¥jaká mnoºina (také
jde obvykle o podmnoºinu reálných £ísel, £asto p·jde o kladná reálná £ísla) a cílem je
dopracovat se úpravami a úvahami k platné nerovnosti. Tento rozdíl nejlépe ilustrujeme
p°íkladem:

P°íklad 1.1. Dokaºte, ºe pro v²echna kladná reálná x, y platí x+y
2 ≥

√
xy.

�e²ení. Protoºe x i y jsou kladná reálná £ísla,
√
x a
√
y existují a jsou také kladná a

reálná. Navíc kvadrát reálného £ísla je nezáporné reálné £íslo, takºe ur£it¥ platí

(
√
x−√y)2 ≥ 0.

Roznásobením a p°evedením na druhou stranu získáme x + y ≥ 2
√
xy, coº po vyd¥lení

dv¥ma dává námi dokazovanou nerovnost.
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Nástroje

Ková° umí ukovat me£, i kdyº k tomu nemá v²echna pot°ebná kladiva, kovadliny a dal²í
nástroje a stejn¥ tak i nerovnosti lze dokázat od základních princip·. Nicmén¥ kdyº má
£lov¥k pot°ebné nástroje, jde to v²e hned lépe, rychleji, snáze a p°irozen¥ji. A to platí jak
u ková°ství, tak i v matematice. Narozdíl od ková°· vám ale m·ºeme pot°ebné nástroje
p°edat slovn¥ v pár odstavcích textu, takºe se do toho dáme.
Nástroje na °e²ení nerovností mají obvykle tvar n¥jaké obecn¥ platné nerovnosti. Pouºívají
se tak, ºe vhodnou volbou jednotlivých prom¥nných v obecné nerovnosti obdrºíme námi
dokazovanou nerovnost. Nap°íklad pokud bychom cht¥li dokázat, ºe pro kladné reálné £íslo
x platí, ºe x+ 1/x je vºdy v¥t²í roven dv¥ma, sta£í v p°edchozím p°íklad¥ za y dosadit 1/x
a dokazovaná nerovnost je na sv¥t¥.
S prvním (a dle mého názoru asi nejmocn¥j²ím) nástrojem na °e²ení nerovností jsme se
setkali uº v prvním p°íklad¥. Je to nerovnost x2 ≥ 0, která platí pro v²echna reálná x.
Poj¤me si dále uvést n¥které mén¥ z°ejmé.

Nerovnosti mezi pr·m¥ry

Nech´ x1, x2, x3, . . . , xn jsou kladná reálná £ísla. Jejich pr·m¥r stupn¥ k je de�nován jako

x̄k =
k

√
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn

n
.

V²imn¥te si, ºe pro k = 1 jde o klasický aritmetický pr·m¥r t¥chto £ísel. Dále pr·m¥r
stupn¥ 2 se nazývá kvadratický a pr·m¥r stupn¥ −1 harmonický. Obecn¥ je tento výraz
je dob°e de�novaný pro v²echna reálná k krom¥ nuly. Pr·m¥r stupn¥ 0, který se nazývá
geometrický, se de�nuje zvlá²´ jako

x̄0 = n
√
x1 · x2 · · · · · xn.

Z t¥chto výraz· je snadno vid¥t, ºe takto de�novaný pr·m¥r (libovolného stupn¥) má
skute£n¥ o£ekávané vlastnosti pr·m¥r·. Tedy, ºe se nachází n¥kde mezi nejv¥t²í a nejmen²í
hodnotou. Pro takto de�nované pr·m¥ry platí tzv. nerovnost mezi pr·m¥ry:

V¥ta 1.1. Nech´ x1, x2, x3, . . . , xn jsou kladná reálná £ísla. Dále nech´ k, l jsou reálná £ísla

spl¬ující k < l. Pak platí

x̄k ≤ x̄l,

p°i£emº rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº x1 = x2 = · · · = xn.

D·kaz. Nejprve p°edpokládejme k > 0. Chceme dokázat, ºe pro k < l platí

k

√
xk1 + xk2 + · · ·+ xkn

n
≤ l

√
xl1 + xl2 + · · ·+ xln

n

Nerovnost ekvivalentn¥ upravíme (pouhé umocn¥ní na l a kosmetické úpravy exponent·)
do tvaru (

xk1 + xk2 + · · ·+ xkn
n

) l
k

≤ (xk1)
l
k + (xk2)

l
k + · · ·+ (xkn)

l
k

n
.

Tohle je nerovnost, jejíº platnost je z°ejmá uºitím tzv. Jensenovy nerovnosti pro (konvexní)
funkci x

l
k a body xk1, x

k
2, . . . , x

k
n. Pokud nevíte, co je Jensenova nerovnost, nelamte si s tím
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zatím hlavu, dostaneme se k ní pozd¥ji v tomto textu.
Podobným zp·sobem se dokáºe p°ípad, kdy l < 0. Snadno nahlédneme, ºe pak uº zbývá
dokázat jen p°ípady k = 0 a l = 0, protoºe zbylé p°ípady získáme pouºitím tranzitivity
nerovnosti (tj z A ≤ BaB ≤ C plyne A ≤ C). Dokáºeme p°ípad k = 0, ten druhý by se
op¥t dal dokázat analogicky. Chceme tedy dokázat pro k > 0:

n
√
x1 · · · · · xn ≤

k

√
xk1 + · · ·+ xkn

n

Ekvivalentn¥ upravíme (umocn¥ním na kladné k) do tvaru

n

√
xk1 · · · · · xkn ≤

xk1 + · · ·+ xkn
n

Nyní na ob¥ strany nerovnosti pouºijeme funkci p°irozený logaritmus (ln). Je to funkce
rostoucí, takºe pokud x ≤ y, pak také lnx ≤ ln y, a navíc jde o logaritmus, který má tu
zajímavou vlastnost, ºe ln(xy) = lnx+ln y (takºe také lnxn = n lnx). Aplikací zmín¥ných
vlastností získáme ekvivalentními uprávami

lnxk1 + lnxk2 + · · ·+ lnxkn
n

≤ ln

(
xk1 + · · ·+ xkn

n

)
,

coº je op¥t nerovnost, která p°ímo vyplývá z Jensenovy nerovnosti, tentokrát pro funkci
p°irozený logaritmus (která je konkávní), ale stejnou n-tici £ísel.

Speciální a obecn¥ známý p°ípad je nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr·-
m¥rem (tzv. AG�nerovnost). Její variantu pro pouhé dv¥ prom¥nné jsme si dokázali v
úvodním p°íkladu.

Nerovnost mezi pr·m¥ry platí i v p°ípad¥ tzv. váºeného pr·m¥ru. Nech´ x1, x2, . . . , xn
jsou kladná reálná £ísla a a1, a2, . . . , an také kladná reálná £ísla, tzv. váhy. Pak váºený
pr·m¥r stupn¥ k je dán výrazem

x̄k =
k

√
a1xk1 + a2xk2 + · · ·+ anxkn

a1 + a2 + · · ·+ an
.

Je vid¥t, ºe pokud budou v²echny váhy stejné, dostaneme oby£ejný pr·m¥r stupn¥ k. Pokud
by nap°íklad první váha byla dvakrát v¥t²í neº v²echny ostatní, bylo by to, jakobychom
k n-tici hodnot p°idali je²t¥ jednou x1. Podobn¥ se pr·m¥ry chovají i v obecném p°ípad¥:
p°evedením na spole£ného jmenovatele a rozd¥lením na sou£ty jednotlivých hodnot bychom
nerovnost dokázali pro v²echny racionální váhy. Pro ty iracionální bychom argumentovali
ur£itou podmínkou spojitosti (pokud nerovnost platí pro libovoln¥ blízké racionální váhy,
musí platit také pro iracionální), jejíº d·kladný rozbor je nad rámec tohoto textu, ale
intuitivní význam je snadno pochopitelný.

Homogenní nerovnosti

Pom¥rn¥ velká ²kála nerovností, se kterými se setkáte v úlohách, pat°í mezi tzv. homogenní
nerovnosti. Tato vlastnost umoº¬uje klást na jednotlivé prom¥nné (bez újmy na obecnosti)
dal²í dodate£né podmínky a zjednodu²it tak °e²ení. Co tedy znamená, ºe je nerovnost
homogenní?
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Homogenní nerovnost je nerovnost mezi dv¥ma homogenními výrazy téhoº stupn¥. To jsme
tomu pomohli, ºe? Ale homogenní výraz stupn¥ k není nic sloºitého. Je to zkrátka výraz
f(x1, x2, . . . , xn) v prom¥nných x1, x2, . . . , xn spl¬ující pro kaºdé t ∈ R+, ºe

f(tx1, tx2, . . . , txn) = tkf(x1, x2, . . . , xn).

Co nám to umoº¬uje? Uvaºme nerovnost (nap°íklad "<") mezi výrazy f a g pro n¥jakou
n-tici £ísel x1, x2, . . . , xn, neboli

f(x1, x2, . . . , xn) < g(x1, x2, . . . , xn)

Pak protoºe jsou výrazy homogenní téhoº stupn¥ k, m·ºeme nerovnost vynásobit kladným
tk a získat

tkf(x1, x2, . . . , xn) < tkg(x1, x2, . . . , xn),

f(tx1, tx2, . . . , txn) < g(tx1, tx2, . . . , txn).

Nyní vidíme, ºe nerovnost platí pro p·vodní n-tici práv¥ tehdy, kdyº platí také pro n-tici
tx1, tx2, . . . , txn. K £emu je to tedy dobré? Uvedeme si p°íklad. A kdyº uº tak uº. Dokáºeme
s vyuºitím homogenity tzv. Cauchy-Schwarzovu nerovnost, dal²í ze silných nástroj· k °e²ení
nerovností.

Cauchyho-Schwartzova nerovnost

Nech´ jsou dány dv¥ n-tice reálných £ísel x1, x2, . . . , xn a y1, y2, . . . , yn. Pak platí

(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) ≤
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n

√
y21 + y22 + · · ·+ y2n

V²imn¥me si, ºe nerovnost je v obou n-ticích homogenní stupn¥ 1. Pokud je jedna z n-
tic celá nulová, nerovnost platí triviáln¥. Pokud je alespo¬ jeden £len kaºdé n-tice nenu-
lový, ur£it¥ existují taková kladná reálná £ísla s a t, ºe

√
(sx1)2 + (sx2)2 + · · ·+ (sxn)2 =

s
√
x21 + x+2 · · ·+ x2n = 1 a

√
(ty1)2 + (ty2)2 + · · ·+ (tyn)2 = t

√
y21 + y+2 · · ·+ y2n = 1. Sta£í

tedy, pokud dokáºeme Cauchyho-Swartzovu nerovnost pro takovéto n-tice, v²echny ostatní
umíme získat vhodnou volbou koe�cient· s a t.
Dokazujeme nyní

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ≤ 1

za podmínky
x21 + x2 + · · ·+ x2n = 1, y21 + y22 + · · ·+ y2n = 1.

To je ale jednoduché, protoºe platí:

0 ≤ (x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =

x21 − 2x1y1 + y21 + x22 − 2x2y2 + y22 + · · ·+ x2n − 2xnyn + y2n

2(x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn) ≤ x21 + x22 + · · ·+ x2n + y21 + y22 + · · ·+ y2n = 2

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ≤ 1

Tím je d·kaz u konce. Uve¤me je²t¥ druhý, který vám moºná pom·ºe si CS nerovnost
zapamatovat. V nerovnosti lze totiº rozpoznat výrazy týkající se vektor·. V levé stran¥
poznáváme skalární sou£in vektor· ~x = (x1, x2, . . . , xn) a ~y = (y1, y2, . . . , yn), zatímco
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pravá strana je sou£in jejich velikostí. Ti z vás, kte°í se s vektory jiº setkali moºná také ví,
ºe ozna£íme-li úhel mezi t¥mito vektory α, pak platí

cosα =
~x · ~y
|~x| · |~y|

a protoºe cosα je vºdy men²í neº 1, dostáváme z této rovnosti rovnou na²i CS nerovnost.

Jensenova nerovnost

Dostáváme se k dal²ímu nástroji a to je Jensenova nerovnost, kterou jsme zmínili jiº d°íve.
Nejprve pár pojm·. Útvar je konvexní, pokud s kaºdými dv¥ma jeho body leºí uvnit° n¥j i
úse£ka tyto body spojující. A o funkci °ekneme, ºe je konvexní na daném intervalu, pokud
je konvexní útvar nad grafem této funkce omezený daným intervalem. Pokud je naopak
konvexní útvar pod grafem na tomto intervalu, °ekneme o funkci, ºe je konkávní. Nap°íklad
funkce f(x) = x2 je na celých reálných £íslech konvexní. f(x) = 1

x je na kladných reálných
£íslech konvexní a na záporných reálných £íslech konkávní.
Te¤ uº k samotné nerovnosti. Nech´ funkce f(x) je konvexní na intervalu I. Nech´ dále
x1, x2, . . . , xn ∈ I jsou £ísla v tomto intervalu a a1, a2, . . . , an ∈ R+ jsou váhy. Pak platí

f

(
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn

a1 + · · ·+ an

)
≤ a1f(x1) + a2f(x2) + anf(xn)

a1 + a2 + · · ·+ an
.

V levé stran¥ poznáváme funk£ní hodnotu váºeného aritmetického pr·m¥ru, napravo pak
máme váºený pr·m¥r funk£ních hodnot. Budeme postupovat matematickou indukcí. Bez
újmy na obecnosti pro dal²í postup p°edpokládejme, ºe sou£et vah je 1. Z vlastnosti kon-
vexity funkce snadno získáváme

f(ax+ (1− a)y) ≤ af(x) + (1− a)f(y).

Dál p°edpokládejme, ºe nerovnost platí pro n¥jaké n. Pak

f(a1x1 + a2x2 + · · ·+ an+1xn+1) =

f

(
(1− an+1)

(
a1

1− an+1
x1 + · · ·+ an

1− an+1
xn

)
+ an+1xn+1

)
≤

(1− an+1)f

(
a1

1− an+1
x1 + · · ·+ an

1− an+1
xn

)
+ an+1f(xn+1) ≤

a1f(x1) + · · ·+ anf(xn) + an+1f(xn+1).

Tím je d·kaz hotov. Pokud je funkce konkávní, platí v nerovnosti znaménko opa£n¥.

Dal²í nerovnosti

Tímto bychom rádi na²e stru£né povídání ukon£ili. Nerovností, které lze vhodn¥ pouºít jako
nástroje k °e²ení je samoz°ejm¥ daleko více. M·ºete si najít nap°íklad mincovou nerovnost,
Muirheadovu nerovnost, �eby²evovu nerovnost a mnohé dal²í. V¥°íme, ºe vám tento text
pom·ºe vy°e²it nejen úlohy ²esté série, ale také v²echny dal²í nerovnosti, se kterými se na
matematických sout¥ºích setkáte.
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