XXIL. ro¢nik BRKOS 2015/2016

Pomocny text

NEROVNOSTI

Mili Tesitelé,

tento text vas uvede do Siroké palety matematickych tloh souhrnné nazvanych ne-
rovnosti. Jde o tlohy vcelku oblibené na soutézich olympiddniho typu, pfesto je jim ve
standardni vyuce vénovano jen minimum ¢asu nebo se o nich ve skole nedovite viibec. V
povidan{ si nejprve ukdZzeme, co to vlastné nerovnosti jsou, a nauc¢ime se je fesit. Zacneme
témi uplné jednoduchymi a dostaneme se aZz k mirné pokrodilym a pokrocilym. Nerov-
nosti jsou ale orhomné Siroké a bohaté téma a neni viibec v nasich silach pokryt vse, co by
se o nich dalo t{ci. Nevahejte tak obratit se také na dalsf zdroje i mimo tento pomocny text.

Uvod

Ve vyuce jste se uz nejspis setkali s nerovnicemi. Nenechte se ale zmylit podobou néazvi,
nerovnosti a nerovnice jsou hodné odlisné pojmy. Z urcitého thlu pohledu jsou nerov-
nosti dokonce dplny opak nerovnic. Nerovnice je tloha, na jejimz zacatku je vyraz typu
A(z) < B(z) (pfipadné >, <, nebo >) a postupné se riznymi tpravami, avahami a zpra-
vidla rozborem moznosti dopracujete k mnoziné M ¢isel & (obvykle podmnozina realnych
¢isel), ktera pivodni nerovnici vyhovuji. Mohou se pak objevit také obecnéjsi priklady, kdy
porovnavame napiiklad vyrazy zavisejici na vice proménnych, mame zadano vice nerovnic
soucasné atd.

Nerovnost funguje pfesné opacné. Na zacatku je obvykle zadand néjakd mnozina (také
jde obvykle o podmnozinu realnych ¢isel, ¢asto pijde o kladnd redlnéd cisla) a cilem je
dopracovat se Gpravami a Gvahami k platné nerovnosti. Tento rozdil nejlépe ilustrujeme
prikladem:

Priklad 1.1. Dokazte, ze pro vSechna kladné redlné x,y plati xTer > \J/Ty.

ReSeni. Protoze z i y jsou kladna realna &isla, VT a /y existuji a jsou také kladna a
redlnd. Navic kvadrat redlného ¢isla je nezaporné realné ¢islo, takze urcité plati

(V= y)* = 0.

Roznésobenim a pfevedenim na druhou stranu ziskdme x + y > 2,/xy, coZ po vydéleni
dvéma dava ndmi dokazovanou nerovnost.
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Nastroje

Kovar umi ukovat me¢, i kdyZ k tomu nemd v8echna potfebna kladiva, kovadliny a dalsi
néstroje a stejné tak i nerovnosti lze dokézat od zékladnich principti. Nicméné kdyz méa
Clovek potfebné nastroje, jde to vSe hned lépe, rychleji, snéze a piirozenéji. A to plati jak
u kovaistvi, tak i v matematice. Narozdil od kovari vam ale miiZzeme potiebné néstroje
predat slovné v par odstavcich textu, takze se do toho dame.

Niéstroje na feSeni nerovnosti maji obvykle tvar n&jaké obecné platné nerovnosti. Pouzivaji
se tak, ze vhodnou volbou jednotlivych proménnych v obecné nerovnosti obdrzime némi
dokazovanou nerovnost. Napiiklad pokud bychom chtéli dokazat, Ze pro kladné redlné ¢islo
x plati, ze x + 1/x je vidy vétsi roven dvéma, staci v prfedchozim ptikladé za y dosadit 1/x
a dokazovanda nerovnost je na svété.

S prvnim (a dle mého nézoru asi nejmocnéj§im) néstrojem na FeSeni nerovnosti jsme se
setkali uz v prvnim piikladé. Je to nerovnost 22 > 0, ktera plati pro viechna realna .
Pojdme si dale uvést nékteré méné ziejmé.

Nerovnosti mezi priméry

Necht z1, 29,23, ..., 2z, jsou kladnd redln§ Cisla. Jejich pramér stupné k je definovan jako
_ i/ac’f%—xé—l—---—i—xf{
T = .
n

V&imnéte si, ze pro kK = 1 jde o klasicky aritmeticky primér téchto ¢isel. Dale prumér
stupné 2 se nazyvé kvadraticky a pramér stupné —1 harmonicky. Obecné je tento vyraz
je dobfe definovany pro vSechna redlna k& kromé nuly. Primér stupné 0, ktery se nazyva
geometricky, se definuje zv1ast jako

fo = 7 X1 T -- L.

Z téchto vyrazu je snadno vidét, ze takto definovany pramér (libovolného stupné) ma
skutecné ocekavané vlastnosti primeéri. Tedy, Ze se nachazi nékde mezi nejvétsi a nejmensi
hodnotou. Pro takto definované priméry plati tzv. nerovnost mezi primeéry:

Véta 1.1. Necht x1,x9,x3,...,%Ty, jsou kladnd redlnd cisla. Ddle necht k,l jsou redlnd c¢isla
splnugict k < 1. Pak plati

Zy < 2y,
pFidemz rovnost nastdvd prave tehdy, kdyz v1 = xo = -+ = xp.

Diikaz. Nejprve predpokladejme k& > 0. Chceme dokazat, Ze pro k < [ plati

;(/x’f+x’§+...+x5 <\l/$l1+$lg+-~~+xil

n n

Nerovnost ekvivalentné upravime (pouhé umocnéni na [ a kosmetické tipravy exponentii)
do tvaru

(ah)* + (ah) b + -+ (k)i
n

<

i
n

Tohle je nerovnost, jejiz platnost je ziejma uzitim tzv. Jensenovy nerovnosti pro (konvexni)

" . . A
funkci x% a body z¥,2%,..., 2%, Pokud nevite, co je Jensenova nerovnost, nelamte si s tim
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zatim hlavu, dostaneme se k n{ pozdéji v tomto textu.

Podobnym zptisobem se dokaze pripad, kdy | < 0. Snadno nahlédneme, Zze pak uz zbyva
dokézat jen piipady k£ = 0 a I = 0, protoze zbylé pifpady ziskime pouzitim tranzitivity
nerovnosti (tj z A < BaB < C plyne A < C). Dokazeme piipad k = 0, ten druhy by se
opét dal dokdzat analogicky. Chceme tedy dokazat pro k > O:

ok 4+ 42k
n

Ekvivalentné upravime (umocnénim na kladné k) do tvaru

af + -+ ak
n

Nyni na obé& strany nerovnosti pouzijeme funkci pfirozeny logaritmus (In). Je to funkce
rostouci, takze pokud z < y, pak také Inz < Iny, a navic jde o logaritmus, ktery ma tu
zajimavou vlastnost, ze In(zy) = Inz+1Iny (takze také Inx"™ = nlnz). Aplikaci zminénych
vlastnosti ziskdme ekvivalentnimi upravami

Inzk +Inzk +-- +Inzk <ln<:1:]f—|—---—|—a:fl>

n n

coZ je opét nerovnost, kterd piimo vyplyva z Jensenovy nerovnosti, tentokrat pro funkci
pfirozeny logaritmus (které je konkavni), ale stejnou n-tici Cisel.

Specialni a obecné znamy piipad je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pra-
mérem (tzv. AG—nerovnost). Jeji variantu pro pouhé dvé proménné jsme si dokézali v
tvodnim pifkladu.

Nerovnost mezi pruméry plati i v pfipadé€ tzv. vazeného praméru. Necht z1,z2,...,z,
jsou kladné realnd cisla a ai1,as9,...,a, také kladna redlna &isla, tzv. vahy. Pak vazeny
priumér stupné k je ddn vyrazem

I ar12k + asak + - + azak
k= :
ai+as+---+ap

Je vidét, Ze pokud budou v8echny vihy stejné, dostaneme obytejny primér stupné k. Pokud
by napiiklad prvni vaha byla dvakrat v&tsi nez vSechny ostatni, bylo by to, jakobychom
prevedenim na spole¢ného jmenovatele a rozdélenim na soucty jednotlivych hodnot bychom
nerovnost dokizali pro v8echny racionédln{ vahy. Pro ty iracionalni{ bychom argumentovali
ur¢itou podminkou spojitosti (pokud nerovnost plati pro libovolné blizké racionéalni véahy,
musi platit také pro iraciondlni), jejiz dikladny rozbor je nad ramec tohoto textu, ale
intuitivni vyznam je snadno pochopitelny.

Homogenni nerovnosti

Pomérné velké skala nerovnosti, se kterymi se setkate v tillohach, patil mezi tzv. homogenni
nerovnosti. Tato vlastnost umoziuje klast na jednotlivé proménné (bez ijmy na obecnosti)
dalsi dodate¢né podminky a zjednodusit tak feSeni. Co tedy znamend, Ze je nerovnost
homogenni?
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Homogenni nerovnost je nerovnost mezi dvéma homogennimi vyrazy téhoz stupné. To jsme
tomu pomohli, Ze? Ale homogenni vyraz stupné k neni nic slozitého. Je to zkratka vyraz
f(z1,22,...,2,) v proménnych x1,x9, ..., z, spliujici pro kazdé t € R, ze

fltzy, trg, ... try) = tkf(l‘l,$2, ey Tp).

Co nam to umoziuje? Uvazme nerovnost (napiiklad "<") mezi vyrazy f a g pro né&akou
n-tici ¢isel x1, s, ..., Ty, neboli

flxr, e, .. xn) < g(x1,29,. .., 2p)

Pak protoze jsou vyrazy homogenni téhoz stupné k, mizeme nerovnost vynésobit kladnym
tF a ziskat

thf(xy, @0, ... x) < tFg(xy, T, ..., 20),

ftxy,tza, ... tey) < g(txy, txg, ... txy,).
Nyni vidime, Ze nerovnost plati pro ptivodni n-tici pravé tehdy, kdyz plati také pro n-tici
txy,txg, ..., txy,. K emu je to tedy dobré? Uvedeme si priklad. A kdyZ uz tak uz. Dokdzeme

s vyuzitim homogenity tzv. Cauchy-Schwarzovu nerovnost, dalsi ze silnych nastroji k feseni
nerovnosti.

Cauchyho-Schwartzova nerovnost

Necht jsou dany dvé n-tice redlnych &isel x1, o, ..., Ty a y1,Y2, .- ., Yn. Pak plati

(191 + T2y2 + -+ + TnYn) < \/x%+$§+"‘+1‘%\/y%+y§+“'+y%

V&imnéme si, Ze nerovnost je v obou n-ticich homogenni stupné 1. Pokud je jedna z n-
tic celd nulova, nerovnost plati trividlné. Pokud je alespon jeden ¢len kazdé n-tice nenu-
lovy, uréité existuji takova kladna realnd &isla s a t, 7e \/(s21)2 + (s22)2 + - + (s2,)% =
s\/:c% +ay a2 =1a/(ty)?+ (ty)>+ -+ (tyn)? = t\/y% +yy - +y2 = 1. Staci
tedy, pokud dokazeme Cauchyho-Swartzovu nerovnost pro takovéto n-tice, véechny ostatni

umime ziskat vhodnou volbou koeficientt s a t.
Dokazujeme nyni

T1Y1 +x2y2 + -+ TpYn <1

za podminky
i+at e +al=1, g4yt yi=1L

To je ale jednoduché, protoze plati:

0< (1 —y)* + (w2 —1)*+ -+ (20 —yn)* =
af = 2miyy + yi + o5 — 2Toyn + Y5 + - + X0 — 2Ty + Ui
2(x1y1 +@aya + - Tpyn) ST F A3+ b an by F Y by =2
T1y1 +T2y2 + -+ Tpyn <1
Tim je dikaz u konce. Uvedme jesté druhy, ktery vam mozna pomize si CS nerovnost

zapamatovat. V nerovnosti lze totiz rozpoznat vyrazy tykajici se vektort. V levé strané
poznavame skalarni sou¢in vektort ¥ = (z1,22,...,2n) a ¥ = (Y1,Y2,---,Yn), zatimco
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pravé strana je soucin jejich velikosti. Ti z vés, kteff se s vektory jiz setkali mozné také vi,
7e oznadime-li thel mezi témito vektory «, pak plati

z-g
] - 191

cosa =
a protoze cos a je vidy mengi nez 1, dostdvame z této rovnosti rovnou nagi CS nerovnost.

Jensenova nerovnost

Dostavame se k dalsimu nastroji a to je Jensenova nerovnost, kterou jsme zminili jiz d¥ive.
Nejprve par pojmit. Utvar je konvexni, pokud s kazdymi dvéma jeho body lezi uvnit¥ ngj i
tsecka tyto body spojujici. A o funkci fekneme, Ze je konvexni na daném intervalu, pokud
je konvexni utvar nad grafem této funkce omezeny danym intervalem. Pokud je naopak
konvexn{ utvar pod grafem na tomto intervalu, fekneme o funkci, Ze je konkavni. Napiiklad
funkce f(z) = 22 je na celych relnych ¢islech konvexni. f(z) = 1 je na kladnych realnych
¢islech konvexni a na zapornych realnych &islech konkavni.

Ted uz k samotné nerovnosti. Necht funkce f(x) je konvexni na intervalu I. Necht dale
x1,T2,...,T, € I jsou &sla v tomto intervalu a a1, as,...,a, € RT jsou vahy. Pak plati

/ <a1x1 + agxo +---+anxn> < af(@1) + asf(x2) + anf(zn)
ap+---+ap - ap+az+---+ay '

V levé strané poznavame funkéni hodnotu vazeného aritmetického praméru, napravo pak
mame vazeny pramér funkénich hodnot. Budeme postupovat matematickou indukci. Bez
Ujmy na obecnosti pro daldi postup pfedpokladejme, ze soucet vah je 1. Z vlastnosti kon-
vexity funkce snadno ziskdvame

flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).
Dal predpokléddejme, Ze nerovnost plati pro néjaké n. Pak

flarzy +agwo + - - + app12Tn41) =

a a
f ((1 — Gpy1) (11361 + o+ n$n> + an+1$n+1) <

— Qpt1 I —aps1

aiq Qqp,

(1 —=ant1)f (1£131 +oF $n> +ant1f(rpy1) <
— Qpi1 1—apq
arf(zy) +---+ anf(37n) + an+1f(37n+1)~

Tim je dikaz hotov. Pokud je funkce konkavni, plati v nerovnosti znaménko opacné.

Dalsi nerovnosti

Timto bychom radi nase stru¢né povidani ukoncili. Nerovnosti, které 1ze vhodné pouiit jako
néstroje k fefeni je samoziejmé daleko vice. MtizZete si najit naptiklad mincovou nerovnost,
Muirheadovu nerovnost, Cebyéevovu nerovnost a mnohé dalsi. Vérime, ze vam tento text
pomiize vytesit nejen tlohy Sesté série, ale také vSechny dalsi nerovnosti, se kterymi se na
matematickych soutézich setkate.
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