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Pomocný text

Polynomy

Milí °e²itelé,

cílem tohoto povídání je nau£it vás, jak se vypo°ádat s polynomy. V úvodu rychle
proletíme základní pojmy, které jist¥ v¥t²ina z vás uº zná. Nau£íme se r·zné metody na
hledání ko°en·, rozebereme Vietovy a Newtony vzorce, procvi£íme Hornerovo schéma. Na
záv¥r kaºdé £ásti £eká pár úloh na procvi£ení.

Úvod

Nejprve si musíme °íct, co to polynom je. Funkci P (x) nazveme polynomem, jestliºe je
tvaru

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

kde an 6= 0. �ísla a0, . . . , an nazýváme koe�cienty polynomu a n je jeho stupe¬.
M·ºe se samoz°ejm¥ stát n = 0, tedy P (x) = a0. Tento polynom nazýváme konstantní.
Pro r·zné pot°eby si je²t¥ dode�nujeme nulový polynom P (x) = 0.
Polynom charakterizují i jeho ko°eny, tedy taková r, pro která P (r) = 0.
Práv¥ v souvislosti s ko°eny polynomu se £ast¥ji pouºívá pro práci s polynomem takzvaný
sou£inový tvar. Nazýváme tak vyjád°ení polynomu jako sou£in £len· (x − r), kde r je
ko°en polynomu. Nap°íklad si vezm¥me polynom x2− 3x+2, u kterého snadno uhádneme
ko°eny −1,−2 (Pokud jste neuhádli, nev¥²te hlavu, nau£íme se). Na základ¥ toho mohu
polynom vyjád°it jako x2 − 3x + 2 = (x + 1)(x + 2). �tená° tedy uº tu²í, ºe pro obecný
polynom platí

P (x) = an(x− r1)(x− r2) · · · (x− rn),

kde r1, ..., rn jsou ko°eny P (x). Pokud se n¥jaký ko°en vyskytuje v sou£inu vícekrát, pak
ho nazýváme násobný ko°en. N¥kte°í z vás moºná zpozorn¥li nad po£tem ko°en·. Jak
víme, ºe po£et ko°en· je n? �ekla nám to Základní v¥ta algebry1:

ZVA. Kaºdý polynom stupn¥ n má práv¥ n komplexních ko°en·, po£ítáme-li kaºdý toli-
krát, jaká je jeho násobnost.

Trochu jsme vám tedy zatajili, ºe r1, . . . , rn v sou£inovém tvaru nemusí být nutn¥
reálná £ísla. Koho vyd¥sily komplexní ko°eny a´ se netrápí, v celém textu budeme °e²it jen
polynomy s reálnými koe�cienty a jejich komplexní ko°eny nebudeme uvaºovat. P°esto si
ale n¥co ze základní v¥ty algebry odneseme.

1D·kaz této v¥ty je vysoko nad rámec tohoto textu, ale sb¥hlým v práci s komplexními £ísly by nem¥l
£init potíºe (viz v¥ta o chlupaté kouli).
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D·sledek. Kaºdý nenulový polynom stupn¥ n má nejvý²e n reálných ko°en·

P°íklad 1.1. Polynom P (x) spl¬uje x23 + 23x17 − 18x16 − 24x15 + 108x14 = (x4 − 3x2 −
2x+ 9) · P (x) pro v²echna x. Najd¥te sou£et koe�cient· polynomu P (x).

Návod. Sta£í si uv¥domit, ºe sou£et koe�cient· polynomu je jeho funk£ní hodnota v
x = 1.

P°íklad 1.2. Dokaºte, ºe a0 = (−1)n · an(r1r2 · · · rn)

Návod. Vyuºijte sou£inový a obecný tvar polynomu.

Pro ty, které zaujal vztah v p°íklad¥ 2, je nachystaná dal²í kapitola.

Vietovy vztahy

Za£neme tím, ºe si nade�nujeme k-symetrickou sumu. Prvky kaºdé k prvkové podmnoºiny
mnoºiny M vynásobíme a tyto sou£iny se£teme. Tuto sumu nazýváme k-symetrická suma
a zna£íme ji σk. Pro p°edstavu, nech´ M = {x, y, z, w},pak:

σ1 = x+ y + z + w

σ2 = xy + yz + zx+ wx+ wz + wy

σ3 = xyz + yzw + zxw + wxy

σ4 = wxyz

Vezm¥me si polynom P (x) a jeho ko°eny r1, . . . , rn. Z obecného tvaru polynomu jasné,
ºe kaºdý polynom je jednozna£né daný pomocí jeho koe�cient·. Ze sou£inového tvaru zase
vidíme, ºe i ko°eny nám tém¥° úpln¥ charakterizují polynom. Zdá se tedy, ºe mezi ko°eny
a koe�cienty polynomu je n¥jaká pevná závislost. Této závislosti °íkáme Vietovy vztahy.
Spousta z vás uº zná Vietovy vztahy, zpravidla ve tvaru:

an−1 = −an(r1 + r2 + · · ·+ rn)

an−2 = an(r1r2 + r1r3 + · · ·+ rn−1rn)

...

a0 = (−1)nanr1r2 · · · · · rn
Se symetrickou sumou vám ale m·ºu p°edstavit Vietovy vztahy v kapesní form¥:

an−k = (−1)kanσk,

kde σk je k-symetrická suma mnoºiny r1, . . . , rn.

D·kaz. Ve¤me d·kaz indukcí vzhledem k n. Nech´ n = 1, pak polynom P (x) = a1x+a0 má
z°ejm¥ jediný ko°en −a0

a1
. Pro k = 1 tedy dostáváme σ1 = −a0

a1
, a vskutku a0 = (−1)1a1−a0

a1
.

Uvaºme nyní polynom P (x) stupn¥ n+ 1.

P (x) = an+1(x− rn+1)(x− r1)(x− r2) · · · (x− rn)
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Ozna£me Q(x) = (x − r1)(x − r2) · · · (x − rn), který má stupe¬ n a z°ejm¥ an = 1. Dále
bu¤ τk k-symetricka suma ko°en· Q(x). Z induk£ního p°edpokladu plyne

Q(x) = xn − τ1xn−1 + τ2x
n−2 + · · ·+ (−1)nτn,

P (x) = an+1(x− rn+1)(x
n − τ1xn−1 + τ2x

n−2 + · · ·+ (−1)nτn).

Roznásobením zji²´ujeme, ºe

P (x) = an+1(x
n+1 − (rn+1 + τ1)x

n + · · ·+ (−1)n+1rn+1τn).

A to není nic jiného neº

P (x) = an+1x
n+1 − an+1σ1x

n + ...+ an+1(−1)n+1σn+1,

coº jsme cht¥li dokázat.

P°íklad 1.3. Najd¥te sou£in ko°en· polynomu P (x) = 50x50 + 49x49 + ...+ 2x2 + 1.

Nic ne°e²íme a dosazujeme

σ50 = (−1)50−1
50

= − 1

50
.

P°íklad 1.4. Najd¥te v²echny uspo°ádáne trojice (x, y, z) spl¬ující

x+ y + z = 6,

xy + yz + xz = 11,

xyz = 6.

Ze zadání tedy σ1 = 6, σ2 = 11, σ3 = 6. Proto x, y, z jsou práv¥ ko°eny polynomu
P (x) = x3 − 6x2 + 11x− 6. N¥kte°í z vás uº uhodli, ºe ko°eny tohoto polynomu jsou 1, 2
a 3. T¥m, co se nezada°ilo, jsme p°ipravili následující odstavec.

Nalezení ko°en·

V²ichni známe vzorec pro výpo£et ko°en· kvadratického polynomu ax2 + bx+ c

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Tém¥° nikdo si nepamatuje vzorce pro polynomy stupn¥ t°i a £ty°i, ale existují. Pro po-
lynomy stupn¥ 5 a vý²e uº ale ºádné vzorce nemáme. Na to uº p°i²li nezávisle na sob¥
pánové Évariste Galois a Niels Henrik Abel:

Abel-Ru�niho v¥ta2. Pro n ≥ 5 neexistuje vzorec, který by vyjad°oval ko°eny polynom·
stupn¥ n za pouºití základních aritmetických operací +,−, ·, / a n-tých odmocnin.

2Op¥t se jedná o v¥tu s velmi netriviálním d·kazem.
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Abychom si rozum¥li, v¥ta ne°íká, ºe si s libovolným polynomem neporadíme bez n¥-
jakých vy²²ích pom·cek. Vezm¥me si nap°íklad polynom x5 − 1. P°edpokládám, ºe vás
nep°ekvapím, ºe má jediný reálný ko°en x = 5

√
1 = 1 a to mi sta£ila jen pátá odmocnina.

V¥ta nám totiº oznamuje, ºe neumíme najít vzorec pro obecný polynom. Takºe ne abyste
to hned vzdali, kdyº vidíte polynom stupn¥ 5 a více.

Ukáºeme si, jak snadno umíme vyzrát na racionální ko°eny. Uvaºme polynom P (x) s
racionálním ko°enem p

q , kde (p, q) = 1 (Máme ná² zlomek vykrácený). Dosa¤me:

P

(
p

q

)
= an

(
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ · · ·+ a1
p

q
+ a0 = 0.

Vynásobme £lenem qn

anp
n + an−1p

n−1q + · · ·+ a1pq
n−1 + a0q

n = 0.

Koukn¥me se rovnici modulo p. Z°ejm¥ p d¥lí pravou stranu - nulu, a tedy i levou stranu.
Vidíme, ºe p se nachází ve v²ech £lenech krom¥ a0qn a práv¥ proto ho musí d¥lit. My jsme
si °ekli, ºe (p, q) = 1 proto p | a0. Podobn¥ zjistíme, ºe q | an. Najít delitele £ísel an a a0 je
uº snadné. Nejlíp si ukáºeme, jak p°esn¥ postupovat na následujícím polynomu:

P (x) = 2x3 − 5x2 − 4x+ 3

P°edpokládáme, ºe má ko°en p
q . Nutn¥ p | 3 a q | 2. Na základ¥ toho dostáváme mnoºinu

kandidát· na ko°eny {
1

2
,−1

2
, 1,−1, 3,−3, 3

2
,−3

2

}
.

V²echna tato £ísla samoz°ejm¥ nemusí být ko°eny (ani nemohou, máme polynom stupn¥
3). Pokud ale zadaný polynom má racionální ko°en, pak leºí v této mnoºin¥. Zjistit který
z nich je rutinní záleºitost.
K úplné vybavenosti uº nám chybí jediná, nicmén¥ d·leºitá v¥c. P°edstavte si, ºe dostaneme
polynom

F (x) = x3 + x2 − 5x+ 3.

Ud¥láme si seznam kandidát· {1,−1, 3,−3} a zjistíme dosazením, ºe ko°eny jsou jen 1 a
−3. My v²ak víme, ºe tento polynom má 3 ko°eny. Ano, m·ºe se stát, ºe t°etí ko°en nebude
racionální nebo ani reálný. Co kdyº je ale 1 ko°en dvojnásobný? Pamatujeme si, ºe potom
bychom tento polynom m¥li vyjád°it v sou£inovém tvaru:

F (x) = (x+ 3)(x− 1)(x− 1)

Takºe sta£í tyto t°i závorky roznásobit a zkontrolovat, jestli se to rovná na²emu polynomu.
Správný matematik je ale líný a vybere si jednodu²í cestu. Touto cestou je Hornerovo
schéma.
Pomocí Hornerova schématu umíme nejen ov¥°it je-li £íslo ko°enem polynomu, ale i zjistit
jestli je násobný ko°en.
Celý proces se °ídí jednoduchým postupem, který budeme soub¥ºn¥ ukazovat na obecném
kvadratickém polynomu a polynomu P (x) = x2 − 3x+ 2.
Nejd°íve si sepí²eme koe�cienty polynomu do tabulky. Budeme zkoumat jestli je 1 (resp.
z) ko°en, zapí²eme je tedy do levého sloupce.
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1 -3 2
1

a2 a1 a0
z

Dal²í krok je opsat vedoucí koe�cient do druhého °ádku. Potom v kaºdém sloupci vez-
meme £íslo v druhém °ádku, vynásobíme se z a p°i£teme koe�cient ve sloupci napravo.
Výsledek napí²eme do dal²ího sloupce druhého °ádku.

1 -3 2
1 1

a2 a1 a0
z a2

1 -3 2
1 1 -2

a2 a1 a0
z a2 za2 + a1

1 -3 2
1 1 -2 0

a2 a1 a0
z a2 za2 + a1 z2a2 + za1 + a0

Podívejme se co se stalo. Z obecného tvaru kvadratického vidíme, ºe £len, který jsme sepsali
jako poslední je ve skute£nosti funk£ní hodnota polynomu P (x) v x = z. Zejména pokud
je z ko°en, pak se poslední £len rovná nule. Coº vskutku platí pro první polynom a ko°en
1. To je ale jen £ást kouzla Hornerova schématu. Druhá informace se nachází v £íslech
zapsaných v druhém °ádku. Jsou to totiº koe�cienty jistého polynomu Q(x), který spl¬uje

P (x) = a2x
2 + a1x+ a0 = Q(x)(x− z)

Proto pokud chceme zjistit jestli je z dvojnásobný ko°en polynomu P (x), sta£í zjistit jestli
je i ko°en Q(x). A jak jinak neº Hornerovým schématem. Vyzkou²ejte si na p·vodním
polynomu F (x) = x3 + x2 − 5x+ 3..

P°íklad 1.5. Najd¥te ko°eny polynomu x3 − 10x2 + 23x− 14.

P°íklad 1.6. Najd¥te ko°eny polynomu x3 − 9x2 + 23x− 15.
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Newtonovy vzorce

Za£n¥me trochu nestandartn¥ p°íkladem.

P°íklad 1.7. Nech´ a, b, c jsou ko°eny polynomu x3+2x2+3x+4. Najd¥te hodnotu výrazu
a2 + b2 + c2.

�e²ení. Upravme si hledaný výraz.

a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2ab− 2ac− 2bc = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ac)

Díky Vietovým vztah·m víme a + b + c = −2 a ab + bc + ac = 3. Hned tedy dostáváme
a2 + b2 + c2 = (−2)2 − 2 · 3 = −2.

Nabízí se otázka, jestli by se tento princip nedal n¥jak zobecnit. Odpov¥¤ p°iná²í New-
tonovy vzorce.
Nech´ sk = rk1 + rk2 + · · · + rkn, kde r1, . . . , rn jsou ko°eny polynomu P (x) = anx

n + · · · +
a1x+ a0. Potom Newtonovy vzorce nazýváme následující soustavu

ans1 + an−1 = 0

ans2 + an−1s1 + 2an−2 = 0

ans3 + an−1s2 + an−2s1 + 3an−3 = 0

...

A tak dále. Obecn¥ je lze vyjád°it jako

ansk + an−1sk−1 + · · ·+ an−k+1s1 + kan−k = 0.

S tím, ºe aj = 0 pro j < 0 (M·ºe se totiº stát, ºe k > n). Tentokrát necháme tvrzení bez
d·kazu. Zpravidla se ale dokazuje matematickou indukcí.
Podívejme se rad²i na n¥které p°íklady.

P°íklad 1.8. Ko°eny polynomu x4 − x3 − x2 − 1 = 0 jsou a, b, c a d. Najd¥te hodnotu
výrazu P (a) + P (b) + P (c) + P (d), kde P (x) = x6 − x5 − x3 − x2 − x.

�e²ení. Hledáme

P (a)+P (b)+P (c)+P (d) = (a6−a5−a3−a2−a)+(b6−b5−b3−b2−b)+(c6−c5−c3−c2−c)+

+(d6−d5−d3−d2−d) = (a6+b6+c6+d6)−(a5+b5+c5+d5)−(a3+b3+c3+d3)−(a2+b2+c2+d2)−

−(a+ b+ c+ d) = s6 − s5 − s3 − s2 − s1
Te¤ p°i²el £as pro Newtonovy vzorce. Postupn¥ pro k = 2, 4, 6 dostáváme

s2 − s1 − 2 = 0

s4 − s3 − s2 − 4 = 0,

s6 − s5 − s4 − s2 = 0.

Se£teme a máme s6 − s5 − s3 − s2 − s1 − 6 = 0. Výsledek je tedy −6.
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P°íklad 1.9. Najd¥te v²echna °e²ení systému rovnic

x+ y + z = 3

x2 + y2 + z2 = 3

x3 + y3 + z3 = 3

�e²ení. Nech´ x, y, z jsou ko°eny polynomu P (t) = t3 + at2 + bt+ c. Hned z Vietových
vzorc· víme a = −3. S vyuºitím Newtonových vzorc· dopo£ítáme i zbytek.

s3 − 3s2 + bs1 + 3c = 0

s2 − 3s1 + 2b = 0

Dosadíme s3 = s2 = s1 = 3:
3− 9 + 3b+ 3c = 0

3− 9 + 2b = 0

Takºe P (t) = t3− 3t2 +3t− 1. Bystrým okem navíc zjistíme P (t) = (t− 1)3. Jediné °e²ení
je proto x = y = z = 1.

Tím jsem u konce tohoto povídání. Doufáme, ºe jsme vás dostate£n¥ p°ipravili na pro-
blémy s polynomy a p°ejeme hodn¥ ²t¥stí p°i °e²ení úloh!
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