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Pomocny text

DUKAZY

Mili Fesitelé,

v tomto povidani si rozebereme zékladni diikazové metody: dikaz piimy, dikaz ne-
piimy, dikaz sporem a matematickou indukci. Jsou nezbytnou soucésti matematikovy vy-
bavy a je nutné, abyste v nich méli pfehled. Kdo nevi, ten se dozvi. Ti z vas, ktefi je uz
znaji, ziskaji jistotu v jejich pouZivani. Pustme se do toho!

Piimy dikaz

Tento typ dikazu je ndm asi nejpiirozenéjsi. Jak uz nazev napovida, postupujeme
piimo. Tvrzeni dokadZeme pomoci na sebe navazujicich logickych postupt, definic, vét a
dalsich néastroju.
Casto potiebujeme dokézat néjakou implikaci, neboli vyrok tvaru ,Pokud plati A, pak plati
B"(znac¢ime A = B). Na zacatku predpokladame pravdivost vyroku A, fetézcem implikaci
pak dojdeme k vyroku B (A = Ay = --- = B). Ukazme si na piikladu.

Pro celd ¢isla n dokazte, Ze pokud je n liché, pak je i n? liché.

Zatiname tedy z uvodniho predpokladu, ze n je liché. To je na§ startovni vyrok A.
Pokra¢ujeme dale: n se ur¢ité da vyjadiit ve tvaru n = 2k + 1, k € Z. Dosadime do n?:

n? = (2k +1)* = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1

A n? je tedy takeé liché. To je nas kone¢ny vyrok B.
Nékteif z vas by spife dokazovali vyrok "pokud je n? sudé, pak je n sudé". Vskutku je tato
implikace ekvivalentn{ s ptivodn{ implikaci. Ukazme si, pro¢ tomu tak je.

2.1 Nepiimy dikaz

Nepiimy dtikaz je zalozen na faktu, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni (—A je negace
vyroku A):

A = B -, Pokud plati A, pak plati B."

-B = A -, Pokud neplati B, pak neplati A.”

Ne kazdému je asi Gplné jasné, Ze tyto vyroky jsou opravdu rovnocenné. Pfedstavme
si néasledujici situaci s Noumou a Koumou.
Nouma se stal pres noc celebritou a z celého svéta mu fanousci a odpurei posilaji dopisy.
Ty priznivé si Nouma nechava, zatimco ty oSklivé héze do kose. I z Hloupétina mu prisli
dopisy a Kouma mé hypotézu, ze vSechny dopisy od hloupétinskych jsou pfiznivé. Mize
na to jit pfimo, projit vSechny dopisy s adresou z Hloupétina. Dokazoval by tedy implikaci
,Pokud pfisel dopis z Hloupétina, pak je pfiznivy". Nebo na to mize jit nepfimo. Sta¢i mu
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projit Noumiiv ko§ a kouknout se, jestli jsou opravdu vSechny odjinud nez z Hloupétina.
Dokazoval by tedy implikaci ,,Pokud je dopis nep¥iznivy, pak neni z Hloupétina". Opét si
ukazme na ptikladu:
M¢éjme prvocislo p. Dokazte, Ze pokud je p3 +4 islo slozené, pak je i ¢islo p? +8 sloZené.
Co s tim. Tady se uplné nabizi nep¥imy dikaz. Pojdme radsi dokazovat implikaci
JPokud je p? + 8 prvoéislo, pak je i p? + 4 prvocislo". To vypada hned lépe. Plati totiz
3| p(p—1)(p+1). Pro p rizné od tif navic 3 | (p — 1)(p+1) = p* — 1. Nutné i 3 | p> + 8.
No ale pokud je p? + 8 prvoéislo, pak p? + 8 = 3, coz zjevné nejde. Zbyva proto p = 3,
potom p? + 4 = 27 + 4 = 31 je opravdu prvocislo. Jsme hotovi.
Neptimy dtkaz je tedy opravdu silna zbrafi, na kterou neni radno zapominat. Néktei{ z
vas by se opét vydali jinou cestou, pouzili ditkaz sporem. Ale co to je?

2.2 Dikaz sporem

Obcas se ndm néjaké tvrzeni nedaii dokézat. Skoro to vypadé, Ze to tvrzeni neplati. I touto
cestou se lze vydat! Predpokliddame-li, Ze dokazované tvrzeni neplati a dojdeme postupné
ke zfejmé nepravdivému tvrzeni - sporu, pak pouziviame dikaz sporem.
Reknéme, #e cheeme dokdzat implikaci A = B sporem. Méli bychom tedy pfedpokladat, ze
neplati. Co je opak implikace? Obecné plati, Ze negace implikace ,,Pokud plati A, pak plati
B." je vyrok , Plati A a neplati B." (formélné znaéime A A =B). V ditkazu bychom proto
piredpokladali, Ze plati zaroven A a = B. Tim se ocitneme v novém svété 1Zi a nepravd, nam
stadi jen néjakou tu nepravdu najit a prohlasit ,Spor!". Ujasnime si to na prikladu.
Pokud a je raciondlni ¢islo a b iraciondlni, pak je 1 a + b iraciondlni ¢islo.
Dokazujme tedy sporem. Uvazujme negaci zadané implikace, tj. a je racionélni, b je
iracionaln{ a a + b je racionalni. JestliZze jsou a a a + b raciondlni, pak jdou vyjadfit ve
formé zlomku. Existuji proto celd p, x a pfirozena q,y, Ze

Vime, ze b si vyjadiit jako zlomek nemtizeme, protoze je iracionédlni. Ale co to?

x xq —
p_ ¥ P _Ta—yp

Yy q qy

To je néjaky nesmysl, b nemuze byt zaroven iracionadlni a racionélni. To je spor.

2.3 Matematickia indukce

Tato metoda se pouziva zpravidla v pripadech, kdy potfebujeme dokazat, ze néjaké tvrzeni
T'(n) plati pro nekonené mnoho hodnot n. Bylo by celkem nesikovné dosazovat nekonecné
mnoho ¢&isel, proto pouzivime matematickou indukci. Myg$lenka je, Ze pokud dokadZzeme
udélat prvni krok a pokud dokaZeme po libovolném kroku udélat jeden navic, pak dokazeme
udélat libovolny pocet krokd.

Recept na matematickou indukci je:

1. Dokaz, ze vyrok T'(n) plati pro néjaké nejmensi n; (¢asto ny = 1).

2. Dokaz implikaci T'(n) = T'(n + 1).
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Proc to funguje? Tvrzeni plati pro ny, pak ale diky druhému bodu plati i pro ny + 1, poté
i pro n; + 2 atd. Jako domino se to rozjede a dikaz nam plati pro nekone¢né mnoho n.
Nutno podotknout, Ze miizeme indukci pouzivat jen pro hodnoty n pFirozené (p¥ipadné
celé a zdola omezené). Rozhodné to nefunguje obecné pro realna n.
Zkusme si matematickou indukci na piikladu:

Mégme n € N primek v roviné. Dokaz, Ze tyto pFimky déli rovinu na nejvyse %n(n—l—l)—l—l
oblasti.

Postupujme podle nédvodu. Dokazme tvrzeni pro nejmensi n = 1. Jedna piimka déli
rovinu na dvé poloroviny a opravdu % 11+ +1=2.
V druhém kroku dokazujeme implikaci ,,Pokud n piimek déli rovinu na nejvyse %n(n—i—l) +1
oblasti, pak n + 1 pfimek déli rovinu na nejvyse %(n +1)(n+2) + 1 oblasti."
To uz neni tak t&zké dokizat. Je jasné, Ze kazda konfigurace n+ 1 p¥imek v roviné vznikne z
né&jaké konfigurace n pfimek pridanim jedné dalsi. M&me n pfimek, maximalné %n(n+1)+1
oblasti a pfidejme dalg{ pfimku. Tuto novou piimku rozdéli pivodnich n piimek nejvyse
na n + 1 ¢asti. Kazda tato ¢ast bude rozdélovat né€jakou oblast na dvé. Pfibyde ndm tedy
maximélné n + 1 oblasti:

1 1 1 1
5n(n+1)+1+n+1: 5n(n+1)+§2(n+1)+1 = §(n+1)(n+2)+1
Jsme hotovi.

Jesté si fekneme par slov o tplné matematické indukci. Je na ni velmi podobny recept:
1. Dokaz, ze vyrok T'(n) plati pro néjaké nejmensi n; (Casto n; = 1).
2. Dokaz implikaci ,,Pokud plati T'(k) pro v8echna k € {ni,n1+1,...,n}, pak plati T'(n+1).
Druhy bod nam fika: Piedpokladej, ze v8echna tvrzeni T'(ny), T (n1+1),T(n1+2),...,T(n)
matical induction"). V klasické indukci totiz pfedpokladame platnost jen tvrzeni T'(n).
Jako cviCeni si pomoci uplné matematické indukce dokazte, Ze kazdé pFirozené &islo vetsi
nez jedna lze jednoznacné (az na potadi) rozlozit na soucin prvocisel (Zakladni véta arit-
metiky).

Hodné §tésti pii feSeni uloh!
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