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Pomocný text

D·kazy

Milí °e²itelé,

v tomto povídání si rozebereme základní d·kazové metody: d·kaz p°ímý, d·kaz ne-
p°ímý, d·kaz sporem a matematickou indukci. Jsou nezbytnou sou£ástí matematikovy vý-
bavy a je nutné, abyste v nich m¥li p°ehled. Kdo neví, ten se dozví. Ti z vás, kte°í je uº
znají, získají jistotu v jejich pouºívání. Pus´me se do toho!

P°ímý d·kaz

Tento typ d·kazu je nám asi nejp°irozen¥j²í. Jak uº název napovídá, postupujeme
p°ímo. Tvrzení dokáºeme pomocí na sebe navazujících logických postup·, de�nic, v¥t a
dal²ích nástroj·.
�asto pot°ebujeme dokázat n¥jakou implikaci, neboli výrok tvaru �Pokud platí A, pak platí
B"(zna£íme A⇒ B). Na za£átku p°edpokládáme pravdivost výroku A, °et¥zcem implikací
pak dojdeme k výroku B (A⇒ A2 ⇒ · · · ⇒ B). Ukaºme si na p°íkladu.

Pro celá £ísla n dokaºte, ºe pokud je n liché, pak je i n2 liché.

Za£ínáme tedy z úvodního p°edpokladu, ºe n je liché. To je ná² startovní výrok A.
Pokra£ujeme dále: n se ur£it¥ dá vyjád°it ve tvaru n = 2k + 1, k ∈ Z. Dosadíme do n2:

n2 = (2k + 1)2 = 4k2 + 4k + 1 = 2(2k2 + 2k) + 1

A n2 je tedy také liché. To je ná² kone£ný výrok B.
N¥kte°í z vás by spí²e dokazovali výrok "pokud je n2 sudé, pak je n sudé". Vskutku je tato
implikace ekvivalentní s p·vodní implikací. Ukaºme si, pro£ tomu tak je.

2.1 Nep°ímý d·kaz

Nep°ímý d·kaz je zaloºen na faktu, ºe následující výroky jsou ekvivalentní (¬A je negace
výroku A):

A⇒ B - �Pokud platí A, pak platí B."

¬B ⇒ ¬A - �Pokud neplatí B, pak neplatí A."

Ne kaºdému je asi úpln¥ jasné, ºe tyto výroky jsou opravdu rovnocenné. P°edstavme
si následující situaci s �oumou a Koumou.
�ouma se stal p°es noc celebritou a z celého sv¥ta mu fanou²ci a odp·rci posílají dopisy.
Ty p°íznivé si �ouma nechává, zatímco ty o²klivé háºe do ko²e. I z Hloup¥tína mu p°i²li
dopisy a Kouma má hypotézu, ºe v²echny dopisy od hloup¥tínských jsou p°íznivé. M·ºe
na to jít p°ímo, projít v²echny dopisy s adresou z Hloup¥tína. Dokazoval by tedy implikaci
�Pokud p°i²el dopis z Hloup¥tína, pak je p°íznivý". Nebo na to m·ºe jít nep°ímo. Sta£í mu
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projít �oum·v ko² a kouknout se, jestli jsou opravdu v²echny odjinud neº z Hloup¥tína.
Dokazoval by tedy implikaci �Pokud je dopis nep°íznivý, pak není z Hloup¥tína". Op¥t si
ukaºme na p°íkladu:

M¥jme prvo£íslo p. Dokaºte, ºe pokud je p3+4 £íslo sloºené, pak je i £íslo p2+8 sloºené.

Co s tím. Tady se úpln¥ nabízí nep°ímý d·kaz. Poj¤me rad²i dokazovat implikaci
�Pokud je p2 + 8 prvo£íslo, pak je i p3 + 4 prvo£íslo". To vypadá hned lépe. Platí totiº
3 | p(p− 1)(p+ 1). Pro p r·zné od t°í navíc 3 | (p− 1)(p+ 1) = p2 − 1. Nutn¥ i 3 | p2 + 8.
No ale pokud je p2 + 8 prvo£íslo, pak p2 + 8 = 3, coº zjevn¥ nejde. Zbývá proto p = 3,
potom p3 + 4 = 27 + 4 = 31 je opravdu prvo£íslo. Jsme hotovi.
Nep°ímý d·kaz je tedy opravdu silná zbra¬, na kterou není radno zapomínat. N¥kte°í z
vás by se op¥t vydali jinou cestou, pouºili d·kaz sporem. Ale co to je?

2.2 D·kaz sporem

Ob£as se nám n¥jaké tvrzení neda°í dokázat. Skoro to vypadá, ºe to tvrzení neplatí. I touto
cestou se lze vydat! P°edpokládáme-li, ºe dokazované tvrzení neplatí a dojdeme postupn¥
ke z°ejm¥ nepravdivému tvrzení - sporu, pak pouºíváme d·kaz sporem.
�ekn¥me, ºe chceme dokázat implikaci A⇒ B sporem. M¥li bychom tedy p°edpokládat, ºe
neplatí. Co je opak implikace? Obecn¥ platí, ºe negace implikace �Pokud platí A, pak platí

B." je výrok �Platí A a neplatí B." (formáln¥ zna£íme A ∧ ¬B). V d·kazu bychom proto
p°edpokládali, ºe platí zárove¬ A a ¬B. Tím se ocitneme v novém sv¥t¥ lºí a nepravd, nám
sta£í jen n¥jakou tu nepravdu najít a prohlásit �Spor!". Ujasníme si to na p°íkladu.

Pokud a je racionální £íslo a b iracionální, pak je i a+ b iracionální £íslo.

Dokazujme tedy sporem. Uvaºujme negaci zadané implikace, tj. a je racionální, b je
iracionální a a + b je racionální. Jestliºe jsou a a a + b racionální, pak jdou vyjád°it ve
form¥ zlomku. Existují proto celá p, x a p°irozená q, y, ºe

a =
p

q
a+ b =

x

y
.

Víme, ºe b si vyjád°it jako zlomek nem·ºeme, protoºe je iracionální. Ale co to?

b =
x

y
− p

q
=

xq − yp

qy

To je n¥jaký nesmysl, b nem·ºe být zárove¬ iracionální a racionální. To je spor.

2.3 Matematická indukce

Tato metoda se pouºívá zpravidla v p°ípadech, kdy pot°ebujeme dokázat, ºe n¥jaké tvrzení
T (n) platí pro nekone£n¥ mnoho hodnot n. Bylo by celkem ne²ikovné dosazovat nekone£n¥
mnoho £ísel, proto pouºíváme matematickou indukci. My²lenka je, ºe pokud dokáºeme
ud¥lat první krok a pokud dokáºeme po libovolném kroku ud¥lat jeden navíc, pak dokáºeme
ud¥lat libovolný po£et krok·.
Recept na matematickou indukci je:
1. Dokaº, ºe výrok T (n) platí pro n¥jaké nejmen²í n1 (£asto n1 = 1).
2. Dokaº implikaci T (n)⇒ T (n+ 1).
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Pro£ to funguje? Tvrzení platí pro n1, pak ale díky druhému bodu platí i pro n1 + 1, poté
i pro n1 + 2 atd. Jako domino se to rozjede a d·kaz nám platí pro nekone£n¥ mnoho n.
Nutno podotknout, ºe m·ºeme indukci pouºívat jen pro hodnoty n p°irozené (p°ípadn¥
celé a zdola omezené). Rozhodn¥ to nefunguje obecn¥ pro reálná n.
Zkusme si matematickou indukci na p°íkladu:

M¥jme n ∈ N p°ímek v rovin¥. Dokaº, ºe tyto p°ímky d¥lí rovinu na nejvý²e 1
2n(n+1)+1

oblastí.

Postupujme podle návodu. Dokaºme tvrzení pro nejmen²í n = 1. Jedna p°ímka d¥lí
rovinu na dv¥ poloroviny a opravdu 1

2 · 1 · (1 + 1) + 1 = 2.
V druhém kroku dokazujeme implikaci �Pokud n p°ímek d¥lí rovinu na nejvý²e 1

2n(n+1)+1
oblastí, pak n+ 1 p°ímek d¥lí rovinu na nejvý²e 1

2(n+ 1)(n+ 2) + 1 oblastí."
To uº není tak t¥ºké dokázat. Je jasné, ºe kaºdá kon�gurace n+1 p°ímek v rovin¥ vznikne z
n¥jaké kon�gurace n p°ímek p°idáním jedné dal²í. M¥jme n p°ímek, maximáln¥ 1

2n(n+1)+1
oblastí a p°idejme dal²í p°ímku. Tuto novou p°ímku rozd¥lí p·vodních n p°ímek nejvý²e
na n+ 1 £ástí. Kaºdá tato £ást bude rozd¥lovat n¥jakou oblast na dv¥. P°ibyde nám tedy
maximáln¥ n+ 1 oblastí:

1

2
n(n+ 1) + 1 + n+ 1 =

1

2
n(n+ 1) +

1

2
2(n+ 1) + 1 =

1

2
(n+ 1)(n+ 2) + 1

Jsme hotovi.

Je²t¥ si °ekneme pár slov o úplné matematické indukci. Je na ní velmi podobný recept:
1. Dokaº, ºe výrok T (n) platí pro n¥jaké nejmen²í n1 (£asto n1 = 1).
2. Dokaº implikaci �Pokud platí T (k) pro v²echna k ∈ {n1, n1+1, ..., n}, pak platí T (n+1).
Druhý bod nám °íká: P°edpokládej, ºe v²echna tvrzení T (n1), T (n1+1), T (n1+2), ..., T (n)
platí a dokaº, ºe i T (n+1) platí. Je to taková siln¥j²í indukce (v angli£tin¥ �strong mathe-
matical induction"). V klasické indukci totiº p°edpokládáme platnost jen tvrzení T (n).
Jako cvi£ení si pomocí úplné matematické indukce dokaºte, ºe kaºdé p°irozené £íslo v¥t²í
neº jedna lze jednozna£n¥ (aº na po°adí) rozloºit na sou£in prvo£ísel (Základní v¥ta arit-
metiky).

Hodn¥ ²t¥stí p°i °e²ení úloh!
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