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Pomocný text

Obdélníky

Tématem poslední série tohoto ro£níku jsou obdélníky. P°estoºe úlohy byste nem¥li
mít problém vy°e²it i bez pomocného textu, rozhodli jsme se sepsat alespo¬ základní
geometrické poznatky, bez kterých se p°i °e²ení nejen na²ich úloh obejdete jen velmi t¥ºko.
A abychom neochudili ty zku²en¥j²í z vás, uvedeme také jednu uºite£nou v¥tu, kterou sice
nejspí² p°i °e²ení této série nepouºijete, ale souvisí s tématem a do budoucna by se vám
mohla hodit.

Hned na úvod také poznamenejme, ºe v²echny £tverce povaºujeme za obdélníky, ob-
délníky povaºujeme za rovnob¥ºníky atd.

6.1 V¥ta o obvodovém a st°edovém úhlu

Tohle je jedna z nejvíce pouºívaných v¥t p°i °e²ení geometrických úloh v matematické
olympiád¥ a koresponden£ních seminá°ích. V¥°íme, ºe mnoho z vás se s ní jiº nes£etn¥krát
setkalo, ostatním d·razn¥ doporu£ujeme si ji projít a dostate£n¥ v²típit do pam¥ti, bude
se vám ur£it¥ mnohokrát hodit.

V¥ta 6.1. Nech´ A,B,C, D jsou r·zné body na kruºnici k se st°edem S a nech´ B a D leºí
kaºdý na jiném oblouku ÂC. Také poºadujme a´ C a D leºí na del²ím oblouku ÂB. Pak
|^ADB| = |^ACB| = |^ASB|/2 a |^CBA|+ |^ADC| = 180◦.

D·kaz. Nech´ E = CS ∩ k. Pak 4ECA a 4ECB jsou pravoúhlé trojúhelníky, nebo´ k
je Thaletova kruºnice s pr·m¥rem CE. Dále 4EBS a 4EAS jsou rovnoramenné troj-
úhelníky a snadno tak nahlédneme, ºe |^ACE| = |^ASE|/2 a |^ECS| = |^ESB|/2.
Se£tením resp. ode£tením (v závislosti na poloze bodu S v·£i úhlu ^ACB) t¥chto rovností
získáme |^ACB| = |^ASB|/2. Protoºe velikost úhlu ^ASB nezávisí na poloze bodu C,
bude |^ACB| stejné pro v²echny moºné polohy bodu C na témº oblouku AB kruºnice k.

Uºitím jiº dokázaného pro tzv. t¥tivový £ty°úhelník ABCD (je tvo°en t¥tivami téºe
kruºnice) získáme |^CAD| = |^CBD| a |^BAC| = |^BDC|. Dále z°ejm¥ |^ABD| +
|^BDA|+ |^DAB| = 180◦. Rozepsaním |^DAB| = |^DAC|+ |^CAB| a pouºitím zmí-
n¥ných rovností obdrºíme poºadovaný výsledek |^CBA|+ |^ADC| = 180◦.

D·leºité také je, ºe tato v¥ta platí i naopak. Tedy z vlastnosti p°íslu²ných úhl· v
£ty°úhelníku lze vyvodit, ºe daný £ty°úhelník je t¥tivový (jeho vrcholy leºí na kruºnici).

6.2 V¥ta o �vr£kov¥ bod¥

Místo p°íkladu si uvedeme dal²í uºite£nou v¥tu, kterou bychom bez v¥ty o obvodovém úhlu
dokazovali obtíºn¥.
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V¥ta 6.2. Nech´ ABC je libovolný trojúhelník, oa je osa strany a a oα je osa úhlu α. Pak
Ša = oa ∩ oα leºí na kruºnici opsané trojúhelníku ABC a nazývá se �vr£k·v bod.

D·kaz. Ozna£me kruºnici opsanou ABC jako k. Pak ozna£me X druhý pr·se£ík oα s k
(tedy X 6= A) a Y ozna£me pr·se£ík oa s tím obloukem AB kruºnice k, který neobsahuje
bod C. Pak z°ejm¥ |AX| = |BX|, nebo´ z v¥ty o obvodovém úhlu víme, ºe stejn¥ velkým
úhl·m p°íslu²í stejn¥ dlouhé t¥tivy (na téºe kruºnici). Dále z°ejm¥ |AY | = |BY |, nebo´
bod Y leºí na ose AB. Pak uº ale nutn¥ X = Y = Ša, coº jsme cht¥li dokázat.

6.3 Kobercová v¥ta

Te¤ uº k té zajímavé £ásti, kterou sice nejspí² nepouºijete v této sérii, ale t°eba se vám
to n¥kdy bude hodit. Jde o tzv. Kobercovou v¥tu (The Carpets Theorem), která zhruba
°e£eno °íká, ºe jestliºe máte v místnosti hozené dva koberce, jejichº celkový obsah je roven
obsahu místnosti, pak obsah £ástí, kde se koberce p°ekrývají je roven obsahu £ástí, které
v·bec koberci pokryté nejsou. Te¤ trochu formáln¥ji:

V¥ta 6.3. Nech´ A je rovinný útvar o obsahu SA a B a C jsou útvary leºící na A a navíc
platí SB + SC = SA. Dále nech´ D = B ∩ C a E = A \ (B ∪ C). Pak SD = SE.

D·kaz. Plyne ihned z rozepsání: SD = [D] = [B∩C] = [B]+[C]−[B∪C] = [A]−[B∪C] =
[A−B ∪ C] = [E] = SE , kde [X] zna£í obsah oblasti X.

Tuto v¥tu lze samoz°ejm¥ zobecnit na p°ípad více koberc·, pokud zaru£íme, ºe se nikdy
nep°ekryjí t°i zárove¬.

Na záv¥r uvedeme jeden leh£í a jeden t¥º²í p°íklad, na kterých si m·ºete kobercovou
v¥tu vyzkou²et:

P°íklad 1. Nech´ M , N jsou po °ad¥ body na stranách AB, BC obdélníku ABCD. Dále
nech´ P = AN∩DM , Q = AN∩CM a R = CM∩DN . Pak [AMP ]+[BMQN ]+[CNR] =
[DPQR].

P°íklad 2. Nech´ ABCD je konvexní £ty°úhelník. M , N , O, P jsou st°edy stran AB,
BC, CD, DA. X = AP ∩ BQ, Y = BQ ∩ CM , Z = CM ∩ DN , W = DN ∩ AP . Pak
[XY ZT ] = [AQX] + [BMY ] + [CNZ] + [DPT ].
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