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Pomocný text

Binární kódy

V této sérii se budeme zabývat binárními kódy, které se £asto pouºívají v teorii kó-
dování. Umoº¬ují nap°íklad zakódovat odesílanou zprávu tak, aby ²la správn¥ p°e£íst i v
p°ípad¥, ºe se b¥hem p°enosu po²kodí £i pozm¥ní. To se m·ºe hodit t°eba p°i p°enosu
elektronických dat nebo p°i komunikaci s vesmírnými druºicemi.

Binárním slovem délky n ∈ N rozumíme posloupnost délky n, která obsahuje pouze
nuly a jedni£ky, nap°íklad 0101 je binární slovo délky 4. Binárním kódem délky n ∈ N
je pak libovolná neprázdná mnoºina binárních slov délky n, nap°íklad {0101, 1110, 1001}.
V²imn¥te si, ºe kaºdý binární kód délky n m·ºe obsahovat nejvý²e 2n slov.

Sou£et dvou binárních slov (stejné délky) de�nujeme po sloºkách, p°i£emº na kaºdé
sloºce s£ítáme modulo 2 (provádíme vlastn¥ operaci XOR, tedy 0+0 = 0, 0+1 = 1+0 = 1
a 1 + 1 = 0). Platí tedy nap°íklad 0101 + 0011 = 0110, 1111 + 1101 = 0010. Uv¥domte si,
ºe takto de�nované s£ítání je asociativní a komutativní s neutrálním prvkem 0 (slovo ze
samých nul) - pro libovolná slova u, v, w platí (u+ v) + w = u+ (v + w), u+ v = u+ v a
u+ 0 = 0+ u.

Binární kód nazveme lineární, pokud s kaºdými dv¥ma slovy u, v obsahuje i slovo u+v.
(V²imn¥te si, ºe kaºdý binární lineární kód obsahuje slovo 0 - sta£í vzít libovolné jeho slovo
u a uváºit slovo u+ u).

Binární lineární kód dále nazveme cyklický, pokud s kaºdým slovem obsahuje i v²echny
jeho cyklické posuny. Nap°íklad v²echny cyklické posuny slova BRKOS jsou slova BRKOS,
SBRKO, OSBRK, KOSBR a RKOSB. Pokud daný kód není lineární, nem·ºeme mluvit
o jeho cykli£nosti. P°íkladem binárního cyklického kódu je t°eba kód {000, 101, 011, 110}
(ov¥°te si!).

Vzdáleností dvou slov stejné délky rozumíme po£et pozic, na kterých se li²í; vzdálenost
slov 01010 a 11100 je tedy 3.

Aby Vám série ²la lépe od ruky, vy°e²íme si spole£n¥ jednu úlohu.

P°íklad 5.1. Ukaºte, ºe v kaºdém binárním lineárním kódu bu¤ v²echna slova za£ínají
na 0, nebo polovina slov za£íná na 0 a polovina na 1.

�e²ení. Ozna£me mnoºinu v²ech slov z na²eho kódu C, která za£ínají na 0, jako C0 a
mnoºinu v²ech slov z C, která za£ínají na 1, jako C1. Pokud C0 = C, jsme hotovi protoºe
v²echna slova v na²em kódu za£ínají na 0. V opa£ném p°ípad¥ existuje n¥jaké slovo w ∈ C,
které za£íná na 1. Uvaºme nyní mnoºinu w + C0 = {w + u | u ∈ C0} v²ech slov, která
vzniknou se£tením na²eho slova w a slova za£ínajícího na 0. Protoºe je C lineární, platí
w + C0 ⊆ C; navíc s£ítání funguje po sloºkách a 1+0=1, takºe w + C0 ⊆ C1. Ukáºeme,
ºe kaºdému slovu u ∈ C0 jednozna£n¥ odpovídá slovo w + u ∈ C1; pak budeme v¥d¥t,
ºe mnoºiny C0 a C1 jsou stejn¥ velké (formáln¥: zobrazení f : C0 → C1 dané p°edpisem
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f(u) = w + u je bijekce � vzájemn¥ jednozna£né zobrazení). To je ale snadné, protoºe
kaºdému slovu v ∈ C1 odpovídá slovo w + v ∈ C0 (nebo´ w + (w + v) = 0 + v = v) a
naopak pro x, y ∈ C0 z rovnosti w+x = w+y vyplývá x = w+(w+x) = w+(w+y) = y.
Tím je d·kaz hotov.
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