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Pomocný text

Kroky

V pomocném textu vás tentokrát op¥t provedeme °e²ením n¥kolika úloh, které vám,
jak doufáme, pomohou p°i °e²ení tematických úloh t°etí série.

P°íklad 1.1. M¥jme dána p°irozená po dvou nesoud¥lná £ísla a ≤ b ≤ c. V kaºdém kroku
je nahradíme trojicí £ísel lcm(a, b), lcm(a, c), lcm(b, c), kde lcm(a, b) je nejmen²í spole£ný
násobek £ísel a, b (z anglického least common multiple). Najd¥te v²echny moºné hodnoty
a takové, ºe se a po kone£ném po£tu krok· znovu zopakuje.

V²imn¥me si, ºe lcm(x, y) ≥ x, y, tedy v kaºdém kroku se £ísla jist¥ nezmen²í. Protoºe
a je nejmen²í z £ísel a, b, c a protoºe se ºádným krokem nesníºí, musí platit, ºe v kaºdém
kroku bude jedna z hodnot a. Jist¥ v²ak kaºdé z nových £ísel bude d¥litelné b nebo c, coº
vzhledem k nesoud¥lnosti s a dává a = 1.

P°íklad 1.2. Tato úloha souvisí s úlohou £íslo 2. Vy°esme jednodu²²í p°íklad, tedy ukaºme,
ºe ºádná taková trojice nem·ºe obsahovat druhou mocninu. Toto tvrzení dokáºeme sporem.
P°edpokládejme tedy, ºe existuje trojice, která obsahuje druhou mocninu. Jist¥ potom
existuje n takové, ºe an je první trojice, kde se vyskytuje druhá mocnina. Jist¥ takové n
bude alespo¬ 3. Protoºe v²ak dv¥ma iteracemi vºdy získáme

an−2 = (x, y, z), an−1 = (xy, yz, xz), an = (xyyz, yzxz, xyxz) = (y2xz, z2xy, x2yz),
pokud an obsahuje druhou mocninu, jist¥ i n¥které z £ísel xz, xy, yz musí být druhá moc-
nina. Av²ak tato £ísla se vyskytují ve trojcii an−1 a tedy jiº p°edchozí dvojice obsahuje
druhou mocninu. My jsme v²ak p°edpokládali, ºe n je nejmen²í moºné, coº je kýºený spor.

Tedy v ºádné takové trojici nebude druhá mocnina.

P°íklad 1.3. �achovnice je pom¥rn¥ £astý zjev v matematických p°íkladech. Stejn¥ tak
r·zné p°íklady na výherní strategie. Protoºe tabulkám a ²achovnicím jsme se v¥novali v
minulé sérii, projd¥me si pouze p°íklad na výherní strategii.

Dva hrá£i hrají jednoduchou hru. Na za£átku leºí na stole N kamen·, kde N je n¥jaké
p°irozené £íslo. Hrá£i se st°ídají v tazích a kaºdý takový tak spo£ívá v odebrání x2 kamen·,
kde x je op¥t n¥jaké p°irozené £íslo. Vyhrává hrá£, který vezme poslední kámen. Ukaºme,
ºe existuje nekone£n¥ mnoho N takových, ºe pro n¥ má druhý hrá£ výherní strategii.

P°edpokládejme, ºe existuje pouze kone£n¥ mnoho takovýchN , pak jist¥ existuje n¥jaké
nejv¥t²í. Uvaºme hru pro N2 +N + 1. Podle p°edpokladu zde má výherní strategii první
hrá£. Ten v prvním kroku odebere nejvý²e N2 kamen·, nebo´ (N+1)2 > N2+N+1. Av²ak
potom na stole vºdy z·stane alespo¬ N + 1 kamen· a z na²eho p°edpokladu potom má
výherní strategii za£ínající hrá£, coº je nyní druhý hrá£. Protoºe v²ak nemohou mít zárove¬
vít¥znou strategii jak první, tak druhý hrá£, dostáváme sport. Tedy existuje kone£n¥ mnoho
stav· takových, ºe druhý hrá£ má vít¥znou strategii.
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P°íklad 1.4. Na záv¥r si uve¤me zajímavou posloupnost. Jelikoº se s r·znými typy rekurze
setkáváme velmi £asto, obzvlá²t¥ v problémech de�novaných itera£n¥, zamysleme se nyní
nad známou posloupností de�novanou nap°íklad takto: F0 = 0, F1 = 1 a Fn = Fn−1+Fn−2
pro n > 1. Prvních n¥kolik £len· této posloupnosti je 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . ..

Pozoruhodný je nap°íklad následující vzorec generující v²echny prvky této posloupnosti:

Fn =
φn + (1− φ)n√

5
,

kde φ = 1+
√
5)

2 je tzv. zlatý °ez.
Na záv¥r si spo£t¥me jednoduchý p°íklad. Kolik je podmnoºin mnoºiny {1, 2, . . . , n}

takových, ºe neobsahují dv¥ po sob¥ jdoucí £ísla?
Ozna£me po£et takových podmnoºin P (n). Jist¥ kaºdá vyhovující mnoºina bu¤to ob-

sahuje n (a potom nesmí obsahovat n − 1) nebo neobsahuje n. V prvním p°ípad¥ je ta-
kových podmnoºin z°ejm¥ P (n − 2) a v druhém z°ejm¥ P (n − 1). Tedy platí P (n) =
P (n− 1) + P (n− 2).

Protoºe v²ak P (1) = 2 a P (2) = 3, dostáváme, ºe P (n) = Fn+2, av²ak tato £ísla jiº
známe.
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