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Pomocny text

KROKY

V pomocném textu vas tentokrit opét provedeme reSenim nékolika uloh, které vam,
jak doufame, pomohou pf¥i feSeni tematickych tloh treti série.

Piiklad 1.1. Méjme dana pfirozenéd po dvou nesoudélna ¢isla a < b < c¢. V kazdém kroku
je nahradime trojici ¢isel lem(a, b),lem(a, ¢),lem(b, ), kde lem(a,b) je nejmensi spoleény
nasobek ¢isel a,b (z anglického least common multiple). Najdéte v8echny mozné hodnoty
a takové, Ze se a po konefném podtu kroku znovu zopakuje.

Vsimnéme si, ze lem(z,y) > z,y, tedy v kazdém kroku se &isla jisté nezmensi. Protoze
a je nejmensi z Cisel a, b, ¢ a protoze se ziddnym krokem nesniZi, musi platit, ze v kazdém
kroku bude jedna z hodnot a. Jisté vSak kazdé z novych ¢isel bude délitelné b nebo c, coz
vzhledem k nesoudélnosti s a dava a = 1.

Piiklad 1.2. Tato tloha souvisi s tilohou ¢islo 2. Vyfesme jednodussi priklad, tedy ukazine,
7e zadna takova trojice nemize obsahovat druhou mocninu. Toto tvrzeni dokaZeme sporem.
Predpokladejme tedy, Ze existuje trojice, kterd obsahuje druhou mocninu. Jisté potom
existuje n takové, Ze a, je prvni trojice, kde se vyskytuje druha mocnina. Jisté takové n
bude alesponi 3. Protoze v8ak dvéma iteracemi vzdy ziskdme

Un_2 = (2,9,2), an_1 = (2y,y2,22), an = (xyyz, yzrz, zyrz) = (y2wz, 22zy, 2%y2),
pokud a,, obsahuje druhou mocninu, jisté i nékteré z ¢isel xz, xy, yz musi byt druh& moc-
nina. AvSak tato Cisla se vyskytuji ve trojcii a,—1 a tedy jiz piedchozi dvojice obsahuje
druhou mocninu. My jsme vSak pfedpokladali, Ze n je nejmens{ mozné, coz je kyZeny spor.

Tedy v zadné takové trojici nebude druh& mocnina.

Piiklad 1.3. Sachovnice je pomérné Casty zjev v matematickych piikladech. Stejné tak
rizné pifklady na vyherni strategie. ProtoZe tabulkdm a Sachovnicim jsme se vénovali v
minulé sérii, projdéme si pouze piiklad na vyherni strategii.

Dva hré¢i hraji jednoduchou hru. Na zac¢atku lezi na stole N kamenti, kde N je néjaké
pFirozené &islo. Hradi se stifdaji v tazich a kazdy takovy tak spo¢iva v odebrani 22 kament,
kde z je opét néjaké piirozené ¢islo. Vyhrava hrac, ktery vezme posledni kdimen. UkaZme,
7e existuje nekone¢né mnoho N takovych, Ze pro né ma druhy hrac¢ vyherni strategii.

Predpokladejme, Ze existuje pouze koneéné mnoho takovych N, pak jisté existuje néjaké
nejvétsi. Uvazme hru pro N2 + N + 1. Podle piedpokladu zde méa vyherni strategii prvni
hra¢. Ten v prvnim kroku odebere nejvyse N2 kament, nebot (N +1)2 > N24+ N +1. Aviak
potom na stole vidy ztstane alespoin N 4+ 1 kamenii a z naseho predpokladu potom mé
vyherni strategii za¢inajic{ hrac¢, coz je nyni druhy hra¢. Protoze v§ak nemohou mit zaroven
vitéznou strategii jak prvni, tak druhy hra¢, dostavame sport. Tedy existuje kone¢né mnoho
stavi takovych, ze druhy hra¢ mé vitéznou strategii.

BRKOS Team 2014



XXI. ro¢nik BRKOS 2014/2015

Priklad 1.4. Na zavér si uvedme zajimavou posloupnost. JelikoZ se s riiznymi typy rekurze
setkdvame velmi ¢asto, obzvlasté v problémech definovanych itera¢né, zamysleme se nyni
nad znadmou posloupnosti definovanou naptiklad takto: Fyp =0, Fy =1a F, = F,_1+F,_»
pro n > 1. Prvnich nékolik ¢lent této posloupnosti je 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....
Pozoruhodny je napiiklad nasledujici vzorec generujici vSechny prvky této posloupnosti:

(g

F, :
n \/5
kde ¢ = 1%\/5) je tzv. zlaty fez.
Na zavér si spoctéme jednoduchy piiklad. Kolik je podmnozin mnoziny {1,2,...,n}

takovych, %e neobsahuji dvé po sobé jdouci &isla?

Ozna¢me pocet takovych podmnozin P(n). Jisté kazda vyhovujici mnozina budto ob-
sahuje n (a potom nesmi obsahovat n — 1) nebo neobsahuje n. V prvnim piipadé je ta-
kovych podmnozin zfejmé P(n — 2) a v druhém ziejmé P(n — 1). Tedy plati P(n) =
P(n—1)+ P(n—2).

Protoze v8ak P(1) = 2 a P(2) = 3, dostavame, ze P(n) = F, 2, aviak tato &isla jiz
Zname.
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