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Pomocny text

GRUPY

Mili resitelé,

tentokrat se podivame na zakladni stavebni kdmen vysokoskolské algebry, kterym je teorie
grup. Pokud Vam to nic nerika, nezoufejte, vSe se Vam pokusime pékné pomalu vysvétlit.
Nenechte se odradit délkou tohotu textu, velkd c¢ast jsou jen priklady, které slouzi k lep-
$imu pochopeni a ziskani predstavy. Zakladni myslenkou algebry je pozorovani, Ze rtizné
mnoziny maji stejnou ¢i podobnou strukturu, pricemz vlastné nezalezi na tom, jaké kon-
krétni prvky obsahuji. Algebra se proto snazi o abstrakci, v§iméa si podobnych vlastnosti,
které dané objekty vykazuji. Je nesmirné cenna zejména proto, ze formuluje vysledky zcela
obecné. I proto mé radu aplikaci nejen ve fyzice, v informatice a v chemii. Vlastné i nékteré
véty, které uz mozna znate, jsou jen speciadlnim disledkem mnohem obecnéjsich tvrzeni.

Pocatky teorie grup sahaji do poslednich let 18. a pocatku 19. stoleti; objevuji se zde
jména jako Euler, Gauss, Lagrange a Galois. Prvni motivaci bylo zkouméani vlastnosti mno-
ziny pfirozenych, celych, racionélnich, redlnych a komplexnich ¢isel vzhledem k operacim
s¢itani (popf. od¢itani) a nasobeni (popi. déleni).

Pojdme tedy koneéné zjistit, co je to ta grupa. Nejprve ale budeme potiebovat nékolik
definic.

Definice 3.1. Necht G je mnozina. Zobrazeni & : GX G — G se nazgvd (bindrni) operace
na mnoziné G.

Poznamka. Podivejme se podrobnéji na pojmy pouzité v pfedchozi definici. G x G znaéi
kartézsky soucin mnoziny G se sebou samou. Pokud jsou g1, ¢o,...,g9, prvky G, potom
prvky kartézského sou¢inu G' x G jsou usporddané dvojice, napt. (gi,g1), obecné (g;, g;)
pro kazdé 1,7, pro ktera plati 1 < 7,7 < n. Usporddané znamena, Ze zalezi na poradi,
a proto (gi,9;) # (95,9:) (rovnost by nastala pouze ve specialnim piipadé, kdyby platilo
gi = gj)-

Operace se nazyva bindrni, protoZe jejim definiéni oborem je kartézsky souéin (G x G).
Jinymi slovy, kazdym dvéma prvkéim z mnoziny G prifadi néjaky prvek z G. Pro binarni
operace se obvykle uziva konvence zapisu a & b namisto &((a,b)).

Priklad 3.1. Operace mohou samoziejmé byt i jiné. Jako priklad si definujme undrni
operaci L (takto ji budeme oznacovat) na mnoziné pfirozenych ¢isel (tu znacime N =
{1,2,...}). Tato operace kazdému pfirozenému ¢islu pfifadi jeho druhou mocninu. Muzeme
tedy ¥ici, Ze zobrazeni | |: N — N je definované vztahem [ (n) = n? pro véechna n € N. V
dalsim textu budeme ale uvazovat operace binéarni.
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Poznamka. V Gvodu jsme zmitiovali operace +, -, které by Vam mély byt dobfe znamé. V
konkrétnich pripadech tyto operace v teorii grup samozirejmé pouzivame také, obecné vsak
operace z definice 3.1. nebudeme znacit symboly +, -, ale napr. @, ®, D x, &, [1. Je dobré
oznacovat operace nazorné, jako jsme se o to pokusili v pfedchozim ptikladu. Pro zbytek
tohoto textu si zavedme operaci ® : G x G — G, pod kterou si nemusite predstavovat nic
konkrétniho.

Definice 3.2. Operace ® na mnoziné G se nazjvd komutativni, jestlize

abh=0b%g

pro libovolné a,b € G, a asociativni, jestliZe

aR(bRe) = (ab) D¢

pro libovolné a,b,c € G.

Poznamka. To, Z%e je operace komutativni, tedy vlastné znamend, Ze nezélezi na potradi
prvkd v této operaci, protoze vysledek bude v obou pfipadech stejny. Ne vzdy ma smysl
uvazovat komutativitu, napf. u nami zavedené operace [. Prikladem komutativni operace
muze byt opét dobfe znamé operace + nebo -, definovand na mnoziné celych ¢isel (tj.
Z=4{...,—-2,—-1,0,1,2,...}). Nekomutativni operaci mize byt — : Z x Z — Z definovana
tak, jak ji znate. Operace od¢itani neni komutativni, protoZze napf.

8—2=6+-6=2—38

Asocitivita ndm zase fikd, ze muzeme libovolné prezavorkovat vyraz, ktery obsahuje
pouze danou operaci (proto si vétsinou mizeme dovolit zavorky vynechévat). Opét vime,
ze sCitani a nasobeni napf. na celych cislech je asociativni. Naopak odéitani na celych
¢islech asociativni neni, nebot napf.

(3-2)—1=0#£2=3—(2-1).

Definice 3.3. Necht ® je bindrni operace na mnoziné G. Prvek e € G se nazjvd neutrdlni
¢i jednotkovy proek (vzhledem k™), jestlize

e‘%a:a%e:a

pro libovolné a € G.

Poznamka. Definice takového prvku samoziejmé nezarucuje jeho existenci. Podivame-li
se ovSem opét na operace +, -, napf. na mnoziné Z, tak lehce zjistime, ze takovyto prvek
opravdu existuje. Pro + : Z x Z — 7 (u operace + je zaZzité oznaceni neutralni prvek) to
je 0, protoze plati: Vz € Z : 240 = 0+ z = z. Ve druhém pfipadé - : Z x Z — Z (u operace
- je Castéjsi oznaceni jednotkovy prvek) si zkuste ovéfit existenci tohoto prvku sami.

Véta 3.1. Necht ™ je bindrni operace na mnoziné G, potom existuje nejvyse jeden neut-
rdlni (jednotkovy) prvek vzhledem k.

Diikaz. Budte eq, e3 jednotkové prvky v G vzhledem k . Pak plati es = e; Deq, nebot e;
je neutralni prvek, a zaroveii e; ey = €1, nebot i ey je neutralni prvek. Tedy e; = ep. [
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Definice 3.4. Nechf  je bindrni operace na mnoziné G, e je neutrdlni prvek vzhledem
E® aacG. Proekbe G se nazjvd inverzni k a (vzhledem k), jestlize

aRp=02g=c.

Oznaceni 3.1. Inverznim prvkim vzhledem k operaci + fikdme prvky opacéné k a.
Pro prvek a vzhledem k operaci + znac¢ime opaény prvek —a.

U operace - (tj. ndsobeni, jak jej znate) mluvime pf¥imo o inverznich prvcich. Pro prvek
a zna¢ime opaény prvek a~! (toto oznacdeni se obvykle pouziva pro vétsinu operaci, s
vyjimkou operace +).

Priklad 3.2. K této definici uvedeme pér ptikladt. Necht + : Z xZ — Z je operace s¢itani
na celych ¢islech, definovana tak, jak ji zndme. Opac¢nym prvkem ke kazdému prvku a € Z
je vzhledem k operaci + prvek —a, protoze plati

a+ (—a)=(—a)+a=0.

A o nule vime, Ze to je neutralni prvek vzhledem k operaci + nad celymi ¢isly.
Bud - : QxQ — Q operace ndsobeni na racionélnich ¢islech (tj. Q= {% |p€Z,q€ N})
definovana predpisem

a ¢ ac
b'd bd

pro kazdé prvky ¢, 5 € Q. Snadno nahlédneme, Ze neutrélni prvek operace - je %, ktery

muzeme psat pouze jako 1. Potom inverzni prvek k prvku % je ]% = (%)_1, pokud p # 0.

Protoze plati
Pq _ P4

P q_
qg p qp qp

pro libovolné % €eQ,p#0.

Vé&ta 3.2. Necht je bindrni operace na mnoziné G, potom ke kaZdému prvku G existuje
nejvyie jeden inverzni proek vzhledem k 2.

Diikaz. Budte b, ¢ prvky inverzni k a. Pak ¢ = ¢ e = ¢ (ap) = (¢ Ra) Vb =eRp =
b. Tedy b = c a k a existuje jen jeden inverzni prvek. O

Nyni se kone¢né dostavame k definici grupy.

Definice 3.5. Usporddand dvojice (G,‘%’), kde G je mnozina a “ je bindrni operace na
G, se nazyvd grupa, pokud plati ndsledujict podminky:

e 2 je na G asociativni,
o v G existuje neutrdlni prvek vzhledem k )
o ke kazdému proku v G ezistuje inverzni prvek vzhledem k .

Pokud je navic ® na G komutativng, #ikdme, ze (G, ®) je komutationi grupa. Misto (G,™®)
obuykle piseme strucné pouze G, pokud to nevede k nejasnostem. Je-li G konecnd mnoZina,
radem grupy G rozumime cislo |G|.
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Poznamka. Pokud bychom v pfedchozi definici odzdola slevovali z naSich podminek,
dostali bychom postupné monoid, pologrupu, resp. grupoid. To jsou vSechny algebraické
struktury, které lze studovat dikladnéji; nés vSak budou zajimat pouze grupy, protoze se
chovaji ,,pékné“ (komutativni jesté péknéji).

Cislo |G| obecné znadi tzv. kardinalitu mnoziny G. Neni to ale nic slozitého, u koneéné
mnoziny staci, kdyz si pod |G| pfedstavite pocet jejich prvki.

Priklad 3.3. Pojdme se ted spole¢né podivat na rtazné piiklady grup. Pro G = Z,Q, R
nebo C tvori usporadand dvojice (G, +) grupu. Zkusme postupné ovéfit platnost podminek
z definice 3.4.

Pro mnozinu G = Z,R, Q, C plati, ze Va,b € G : a+ b € G a operace je tedy uzaviena
na séitani (tzn. Ze seétenim dvou prvki z G nemuzeme dostat prvek, ktery by v G nelezel).
Ovéime tuto skutecnost pro G' = Q,C. Pro dvé raciondlni ¢isla 3, 5 je s¢itani definovano

takto
a c ad + be

b TdT T d
a protoze b # 0 # d ani bd # 0, stejné diky tomu, ze a,c € Z a b,d € N plati ad + bc € Z.
ad+bc

Dohromady jsme tedy dostali, ze “G7>¢ € Q a operace je tedy opravdu uzaviena na scitani.

Nyni provedme to samé pro komplexni ¢isla, tj. C = {a + bi | a,b € R}. Séitani na
mnoziné komplexnich ¢isel je definovano na realné a imaginarni slozce zvlast. Spocitejme
nyni soucet dvou komplexnich ¢isel

at+bi+c+di=a+c+bi+di=a+c+ (b+d)i

a protoze a, b, c,d € R plati pro vyrazy a +c,b+d € R.
Pro G = 7Z, R, C snadno nahlédneme, Ze + je asociativni. Podivejme se, jak to dopadne
u Q. Necht ¢, %,% € Q, potom

vt

f  bd f bdf
nyni pfedchozi s¢itance uzavorkujme nasledovné

a+<c e>_a cf +de adf + bef + bde
; ——

(a c) e ad+bc e adf +bcf+ bde

d f b df bdf
a skutecné, vyrazy na pravé strané nam vysly stejné. Z toho plyne, ze 4 je na QQ asociativni.
S neutralnimi prvky je to docela snadné. Pro mnozinu Z jsme jiz takovy prvek nasli
(viz poznamka 3.3.). Pro raciondlni ¢isla je to prvek %, protoze Vg € Q plati

0 1+ q0
p . o_pPT9_ P
q 1 q

ql

U redlnych ¢isel je to 0. U koplexnich ¢isel jde o prvek 0 + 07, ktery ale mtizeme ztotoznit
s 0.

Uz nam zbyva jen najit inverzni prvky. Pro G = Z, QQ jsme tak jiz ucinili v prikladu 3.2.
Pro kazdé r € R je jim prvek —r, nebot r+ (—r) = 0. A podobné pro kazdé a+bi =z € Z
je jim prvek —z = —a — bi, protoze plati z + (—z) = a + bi + (—a — bi) = 0 + 0:.

Dokonce plati, ze usporddana dvojice (G,+) tvoifi pro G = Z,Q,R,C komutativni
grupu.
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Priklad 3.4. Abychom u Vés nevytvofili dojem, %e grupu spolu s operaci + tvoii kdejakéa
mnozina, tak se podivejme na mnozinu pfirozenych cisel, tj. N. Mtzeme se presveédcit, ze
operace + je na N uzavfend, protoze pro kazdé a,b € N totiz plati a + b € N. Neutralnim
prvkem je 0, kterou ovsem v BRKOSu za pfirozené ¢islo nepovazujeme. I kdybychom tak
uéinili, a méli tak novou mnozinu Ng = {0, 1,2,...}, stejné v této mnoziné nebudeme mit
inverzni prvky, protoze kdyz vybereme libovolny prvek a € N (kromé pfipadu a = 0, ten
inverzi mé - sdm sebe), mame moznost k nému pficist pouze néjaké prirozené ¢éislo nebo
nulu. Vysledkem libovolného takového souctu ale nikdy nebude 0. Kdybychom se nyni
rozhodli pfidat k N i inverzni prvky ke kazdému prvku a € N, dostaneme uz cela ¢isla, tj.
7.

Dalsim varovnym piikladem jsou struktury (N,-),(Z,-), (Q, "), (R,"),(C,"), které ne-
tvofi grupu, nebot k prvku 0 neexistuje inverzni prvek. Pokud v8ak ozna¢ime G* = G\ {0}
pro G = Q,R, C, dostaneme (komutativni) grupu (G*,-) (detaily si promyslete sami!).

Poznamka. Zkusme se nyni podivat na méné znamé mnoziny. Necht n € N libovolné,
ozna¢me Z, = {0,1,2,...,n— 1}, tedy vSechna celd ¢isla od nuly po n — 1 véetné. Takova
mnozina se také zavadi jako mnozina zbytkovych tiid po déleni ¢islem n.

Zbytkova trida po déleni ¢islem n je mnozina obsahujici celd ¢isla, ktera davaji stejny
zbytek po déleni ¢islem n. Zvolme napiiklad n = 5, potom ¢isla 0,5,10 lezi ve stejné
zbytkové t¥idé, protoze po déleni péti davaji zbytek 0 (0 = 0-54+0,5 = 1-5+0, 10 = 2-5+0),
podobneé cisla 3, 8, —12 lezi ve stejné zbytkové t¥idé, protoze davaji zbytek 3 po déleni péti
3=0:-54+3,8=1-5+3,—12 = -3 -5+ 3, zbytek musi byt kladny). Zbytkovou t¥idu
znacime obvykle nejmensim kladnym ¢islem z dané mnoziny a pro prehlednost priddme
hranaté zavorky.Tedy ¢isla 0, 5, 10 lezi v t¥idé [0]5 a ¢isla 3,8, —12 lezi v tfidé [3]5, pFicemz
dolni index oznacuje ¢islo, kterym jsme délili, v nasem piipadé 5 (odborné mu fikame
modul).

Pro n = 5 dostavame pét zbytkovych tfid, a to [0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5. Spravné bychom
méli psat mnozinu zbytkovych t¥id jako Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]5}, ale pokud to nevede
k nejasnostem, je zvykem zavorky vynechéavat a pracovat s mnozinou tak, jak jsme ji uvedli
na zacatku poznamky.

Na mnoziné zbytkovych trid je operace + : Z, X Z, — 7Z, definovana nasledovné:
nejdiive pocitame tak, jako kdybychom séitali celd ¢isla, ale vysledné ¢islo podélime se
zbytkem ¢islem n a podivame se, do jaké t¥idy zbytek patii (u takto definované operace
bychom méli ovérit jeji korektnost, tj. jestli [a1], = [a2]n a [bi]n = [b2]n, Ze plati také
[a1 + b1]n = [ag + 2], to si ovSsem dovolime vynechat). Tuto operaci nazyvame s¢iténi
modulo n. Vratme se k Zs a zkusme spocitat [2]5 + [7]s = [2+ 7]5 = [4]5 nebo [3]5 + [3]5 +
[3]5 + [3]s = [3+ 3+ 3+ 3|5 = [2]5 a nakonec [2]5 + [—17]5 = [2+ (—17)]5 = [-15]5 = [0]5.

Piiklad 3.5. Nyni si mizeme uvést dalsi piiklad grupy, a to (Z,,+), kde n € N. Z
definice této operace je vidét, Ze je uzaviend na Z,. Asociativita operace + se prenasi z
asociativity operace + na celych cislech. Neutrédlnim prvkem je tfida obsahujici nulovy
prvek, tj. [0],. Opaénym prvkem k prvku [al, je prvek [n — a],, protoze [a], + [n — a], =
[n — a]y, + [a], = [0],. Dokonce jde o komutativni grupu (komutativita se opét pfenesla z
komutativity operace + na celych ¢islech).

Poznamka. Jednim ze zptUsobd, jak znézornit grupu, je pomoci tabulky. Necht G =
{a, b, c}, potom miiZeme operaci . G x G — G zavést pomoci tabulky takto:

Je zvykem, ze prvné ¢teme tadek a az poté sloupec. To znamend, ze vysledek operace
¢ je zapsan v tabulce ve ¢tvrtém Fadku a druhém sloupci a vysledek a ¢ je zapsan ve
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D
a
| b ]

@‘Q (=l ey

O‘G“@ S|
@“@ (S e

C

druhém Fadku a ¢tvrtém sloupci. Takto definovana tabulka nam déava komutativni grupu.
Operace  je uzaviena na G, sta¢i se podivat, Ze kazdy prvek v tabulce je z mnoziny G.
Asociativitu bychom museli ovérit pro kazdou trojici, ale zde ovéfime platnost pouze pro
trojici a, b, ¢, tj.

(@) RVe=bR¢c=aq
a®bRe)=aRa=a.

Neutralnim prvkem je prvek a a inverzni prvky pro a, b, ¢ jsou postupné prvky a,c, b.

Protoze jsme vsechny predeslé definici vedli v obecné roviné, mizeme pracovat i s
dalsimi matematickymi objekty, tedy ne nutné ¢isly. Pokusime se Vam to naznadit v dalsim
prikladu.

Véta 3.3 (Zakony o kraceni.). Necht (G, ) je grupa, a,b,c € G. Pak z libovolné z rov-
nosti a Ve =0%¢, ¢Va=cVb vyplyvd a = b.

Diikaz. Necht a ®¢ =b®¢. Protoze c € G a G je grupa (ozna¢me jeji neutralni prvek e),
existuje k ¢ inverzni prvek ¢~!. Pak

a=aRe=acRcH =(aRe)RVe = (bR )R =p(R R ) =pVe =

Druhd ¢ast se provede zcela analogicky. O

Poznamka. UvaZme nyni pravidelny n-thelnik, kde n € N,n > 3. Ten mé pro n liché
pravé n os symetrii (prochézejicich vzdy jednim vrcholem a stfedem protéjsi strany) a
stejné tak pro n sudé n os symetrii (prochazejicich vzdy dvéma protilehlymi vrcholy nebo
stfedy dvojice protilehlych stran). Mimo to jeSté mizeme uvazovat n otoceni kolem stiedu
o thel 2]’“7”, kde k = 0,...,n — 1. Symetrie podle osy i otoCeni kolem stfedu jsou néjaka
rovinné zobrazeni. Méjme nyni mnozinu D vSech téchto 2n zobrazeni pro pravidelny n-
thelnik. Ozna¢me o skladani takovychto zobrazeni. Potom (D, o) je grupa, ktera se nazyva
dihedrdlni a zkracené se znac¢i D,,.

Piiklad 3.6. Podrobnéji se nyni podivejme na Dy4. Z piedchoziho plyne, Ze jde o pravi-
delny ¢tytuhelnik, tedy ¢tverec, ktery ma 4 osy symetrie a 4 rotace kolem stfedu. Dihedralni
grupa D4 ma proto 8 prvkl. Do nasledujicitho obrazku jsme vyznacili t¥i z nich, dvé osy
symetrie a jednu rotaci (o thel 7).
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2 3
sol/l
1\\ 4

Skladani zobrazeni o se vyhodnocuje zprava, tj. v nasem pfipadé ¢ o 09 znamend nejdiive
osovou symterii podle 0o a az pak rotaci . Pocitejme nyni, kam se zobrazi postupné
prvky 1,2, 3,4 (takto jsme pro vétsi prehlednost oznadili jednotlivé rohy, ale pozor, nejsou
to prvky Dy!)

(po02)(1) = p(02(1)) = p(2) =3
(p002)(2) = p(02(2)) = (1) =2
(po002)(3) = p(02(3)) = p(4) =1
(poo2)(4) = p(02(4)) = p(3) =4

Neutralnim prvkem je rotace o 0 stupiii (ozna¢me ji idy), ktera ziejmé kazdy prvek necha
na misté. Symetrie jsou samy k sobé inverzni prvky, tedy napr. o; ooy = idy = 02 002. Pro
rotaci o tthel 2’%, kde k£ = 0,1, 2,3, je inverznim prvkem rotace o tihel W.

Definice 3.6. Necht (G, ) je grupa s neutrdlnim prokem e, a a € G je libovolny. Potom
rad prvku a v grupé (G,%) definujeme jako mejmensi prirozené cislo c¢islo n takové, Ze
a®a®... Ry = e. Pokud takové pirozené ¢islo neezistuje, fekneme, Ze idd proku a je
~—_———

n

Q.

Poznamka. Pro operaci + na G = Z,Q,R,C dostavdme a+a+---+a = n - a. Po-
N———

n
dobné pro operaci - na G = Q*,R*, C* dostavame g-a---- - a = a". Proto Casto vyraz
—_——
n
aRgR... Ry nazyvame n-tou mocninou prvku a (pokud se nejedné o operaci +, kde by
—_————

n
to bylo zavadéjici).
R4d prvku a nékdy oznacujeme ord(a) (z anglického slova order) nebo r(a). Vidy je
ale potteba, aby bylo jasné, v jaké grupé jsme rad prvku pocitali.
Hledat rad prvku v néjaké grupé€ vlastné znamena dany prvek ,mocnit*, nez dostaneme
prvek neutrélni. Specidlné neutralni prvek ma vzdy fad 1 (a je jediny s timto fadem).

Priklad 3.7. V grupé (G, +), kde G = Z,Q, R, C, ma kazdy prvek kromé neutralniho fad
0.

Zajimavéjsi je to u grup (Z,,+). Zkusme napft. spocitat ¥ad prvku [2]7 v (Z7,+).
Neutralnim prvkem je [0]7, budeme tedy ,mocnit“ (v naSem piipadé s¢itat) prvek [2]7,
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nez nam vyjde [0];.

2]7 + [2]7 = [4]7

2]7 + [2]7 + [2]7 = [6]7

[2]7 + [2]7 + [2]7 + [2]7 = [8]7

[2]7 + [2]7 + - - + [2]7 = [14]7 = [0]7

7

Dostéavame tak, ze fad prvku [2]7 v (Z7,+) je 7.

Nyni se vratme k prikladu 3.6. a podivejme se na Fady prvkid grupy Dy4. Z toho, co
jsme si fekli o symetriich, plyne, Ze kazd4d symetrie ma fad 2. Rotace o thel § méa fad
4, protoze kdyz ¢tyfikrat otocime Ctverec o 90 stupnt podle stfedu, dostaneme opét ten
samy ¢tverec (jako kdybychom jej otoéili o 0 stupiii). Na fady ostatnich prvka zkuste
prijit sami.

Bez dtikazu si uvedeme nésledujici vétu:

Véta 3.4 (Prvni disledek Lagrangeovy véty). Necht (G, ) je koneénd grupa, a € G.
Pak tad prvku a deli 7dd grupy G.

Definice 3.7. Necht (G, ) je grupa, e jeji neutrdlni prvek (G,"®), H podmnoZina mno-
#iny G. Rekneme, Ze (H, %) je podgrupa grupy G, jestliZe jsou splnény ndsledujici pod-
minky:

e pokud a,b € H, pak a®bec H,
e cc H,
e pokud a € H, pak v H leZi také inverzni prvek k a vzhledem k .

Poznamka. Zkuste si rozmyslet, ze kazda podgrupa grupy (G, ‘%) je sama o sobé grupou
(vzhledem ke stejné operaci). Zdédi totiz asociativitu (a pripadnou komutativitu), vSechno
ostatni pak vyplyva z definice. Naopak pokud mame grupy (G,) a (H,™®) takové, ze
H C G, pak (H, %) musi byt podgrupou (G,%).

Priklad 3.8. Uz vime, ze (Z,+) je grupa. Zkusme zjistit, jestli mé néjaké podgrupy.
Mé¢jme mnozinu vsech sudych celych ¢isel, oznacme ji tfeba Zg. Ovérme, jestli plati pod-
minky z definice 3.7. Plati Zg C 7Z, navic vime, ze se¢tenim dvou sudych ¢isel dostaneme
opét sudé ¢islo. Neutralni prvek je v nasem pfipadé 0, ta je suda, a tedy lezi v Zg. Pokud
mame néjaky prvek a € Zg, prvek k nému opacny je —a, ktery je urcité zase sudy. Timto
jsme ovérili, ze (Zg, +) je podgrupa grupy (Z,+).

Dalsi piiklady ndm nabizi pfedchozi poznamka: (Z, +), (Q, +), (R, +) jsou vSechno pod-
grupy grupy (C,+).

Posledni pfiklad si rozmyslete sami - v dihedralni grupé (D,,, o) tvofi mnozina vSech
rotaci podgrupu (jako vzdy, se stejnou operaci).

Na zaveér jesté uzitecna véta pro konecné grupy, opét bez dikazu:
Véta 3.5 (Druhy disledek Lagrangeovy véty). Necht (G,™) je koneénd grupa, (H,™®)
jeji podgrupa. Pak vad H déli rad G.
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Tak, to je vSe. Pokud jste se docetli az sem, gratulujeme, méte za sebou nejnutnéjsi
zéklady teorie grup! Pokud se Vam tato oblast matematiky zalibila, vézte, Ze je velice
rozsahla a jejim studiem se d& travit mnoho casu. Pokud Vam néco v tomto textu neni
jasné nebo mate néjaky dotaz, nevahejte se obratit na brkos@math.muni.cz. A ted uz
vzhiru do feSeni tieti série, prejeme Vam hodné Stésti!
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