XX. ro¢nik BRKOS 2013/2014

Pomocny text

(GEOMETRICKA
ZOBRAZENI

Shodna zobrazeni

Shodné zobrazeni patii k nejjednodussim zobrazenim na roviné. Je jich vSak hrozné mélo
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kterych se budeme bavit pozdéji. Nejprve si vSak predstavime ta shodna:

Definice 2.1. Necht f je zobrazeni roviny « na sebe, které zachovdvad délky (tj. zobrazi-li
se usecka AB na usecku A'B’, pak |AB| = |A'B’|). Pak f je shodné zobrazen.

Klasifikace shodnych zobrazeni:

1) Osové soumérnost je zobrazeni dané piimkou o, které se ¥ikd osa soumérnosti. Ob-
razem bodu A v osové soumérnosti podle osy o je bod A’, ktery spliuje: AA’ L o a
zaroven stfed tsecky AA’ leZi na ose o.

Body lezici na ose o jsou samodruzné (tj. zobrazuji se samy na sebe).

2) Posunuti (translace) je zobrazeni dané vektorem v. Obrazem bodu A v posunuti o
vektor 7 je bod A’ takovy, ze AA’ = .
Je-1i vektor ¥ nenulové délky, pak toto zobrazeni nemé zadny samodruzny bod.

3) Rotace (otoceni) je zobrazeni dané stiedem rotace S a thlem ¢. Obrazem bodu A
v rotaci se stfedem S o thel ¢ je bod A’, kde velikost orientovaného tthlu ASA’ je
rovna velikosti thlu ¢ a |AS| = |A'S].

Stied rotace je samodruzny.

Poznamka. KaZzdou shodnost lze vyjadfit jako sloZeni nékolika osovych soumérnosti.

Podobna zobrazeni

Ulohy na podobné zobrazeni se velmi ¢asto vyskytuji v olympiddach a v jim podobngch
soutézich. Jedna se o stfedoskolské ucivo s dalekym vyuzitim v geometrickych tilohach.

Definice 2.2. Necht f je zobrazeni roviny o na sebe, které zachovdvda poméry délek (tj.
eristuje konstanta k > 0 takovd, Ze zobrazi-li se usecka AB na usecku A'B’, pak |A'B'| =
k-|AB|). Pak f je podobné zobrazent, konstantu k nazgvime koeficient podobnosti f.
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Klasifikace podobnych zobrazeni:

1) Shodnost Kazdé shodné zobrazeni zachovava poméry délek a to s koeficientem po-
dobnosti 1.

2) Stejnolehlost (homotetie) je zobrazeni dané stfedem stejnolehlosti S a nenulovym
koeficientem k£ € R. Obrazem bodu A v stejnolehlosti se stifedem S a koeficientem k&
je bod A’ :

a) Pokud k > 0, pak A’ lezi na polopfimce SA a plati |SA'| =k - |SA|.

b) Pokud k < 0, pak A’ lezi na polopfimce opacné k polopiimce SA a plati |SA'| =
—k - |SA|.

Stied stejnolehlosti S je v tomto zobrazeni samodruzny bod.

3) Ostatni podobna zobrazeni lze vzdy vyjadrit jako slozeni homotetie s nékterou shod-
nosti.

Afinni zobrazeni

Jisté se jiz kazdy z nés setkal s rovnobéznym pfimocarym promitanim, které se uziva
napriklad ve stereometrii. Jde o zobrazeni mezi dvéma rovinami definované takto:

Definice 2.3. Necht «, 8 jsou dané riznobéziné roviny v prostoru Eg. Ddle zvolme primku
p € E3 protinajict ob€ roviny «, 3. Nyni si definujme zobrazeni f roviny a na rovinu [3:
Obrazem bodu X € a v tomto zobrazeni je bod Y € [ takovy, Ze XY || p. Zobrazeni f
nazveme rovobezné primocareé promitdni roviny o na rovinu B ve smeéru primky p.

Véta 2.1. Rovnobézné primocaré promitdni zachovdvd poméry obsahi - napriklad pomer
obsahi dvou trojuhelniki a pomeér obsahi jejich obrazi v tomto zobrazend je stejny (dikaz
je mimo rozsah tohoto textu). Obrazy dvou rovnobéinych primek jsou opét rovnobézky.

Rovnobézné piimocaré promitani pomérné dost souvisi s afinnim zobrazenim, které si
definujeme v nasledujicich odstavcich:

Definice 2.4. Necht V je libovolnyg bod v Ey a v1,v5 € Eq dvojice linedrné nezdvislych
vektori (tj. nerovnobéingch s nenulovou délkou). Bodu V' nyni zacneme fikat pocdtek.
Trojice (V,v1,03) se nazyvd repér s pocdtkem V a vektory bdze vy, va.

Poznamka. V ptipadé vybéru dvou na sebe kolmych vektort se stejnou délkou 1 se jedné
o kartézskou soustavu soutadnic.

Definice 2.5. Necht (V,v1,v3) je repér. Kazdé usporadané dvojici redlnych cisel [ky, k2]
pritadime bod K, do néhoZ se dostaneme z bodu V prictenim ki-ndsobku vektoru vi a
ka-ndsobku vektoru vy. Dvojici [ki, k2] nazgvame soutadnice bodu K (v repéru (V,v1,v3)).

Neni tézké si uvédomit, ze takovéto prifazeni je bijektivni, a tedy i opac¢né jsme kaz-
dému bodu roviny Eg jednoznaé¢né pfifadili jeho soufadnice v repéru (V, 1, v3). (Napiiklad
bodu V jsme pfifadili soufadnice [0, 0].)

Definice 2.6. Méjme dva rizné repéry Ry, Ry v rovine Eo. Afinni zobrazeni t uréené
repéry Ry, Ry definujeme takto: libovolnému bodu A € Ey se soutadnicemi [ly,ls] v repéru
Ry je pritazen bod t(A) € Ey se stejnymi soutadnicemi [l1,12], ale v repéru Rs.
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Jako ptiklad poslouzi nasledujici zobrazeni:
Body A, B,C, D, E, F jsou v repéru ([0, 0], (1,0), (0, 1)) vrcholy pravidelného Sestitithelnika,
jak je vidét na prvnim obrazku.

Pokud vsak jejich soufadnice zaznacime v jiném repéru, dostaneme afinni obraz Sesti-
thelnika ABCDFEF, jak je vidét na druhém obrazku:

Vsimnéme si, ze obrazem libovolnych dvou rovnobéznych piimek jsou opét rovnobézky.

Véta 2.2. Méjme mnozinu My bodi v roviné s obsahem Si, zaznacenou v repéru Ry =
(V,v1.v9). Jeji afinni obraz v repéru Ry = (W, w1, ws) oznacéme My a jeho obsah Sy. Plati
Sl N V1 X V2
S2 w1 X wg’
coZ je pro konkrétni afinitu vidy konstanta. Afinni zobrazeni tedy zachovavd pomeéry veli-
kosti obsahai.

Nyni se dostavame k tomu, jak spolu souvisi afinni zobrazeni a rovnobézné primocaré
promitani:

Véta 2.3. Méjme riznobézné roviny o, B € Es. KaZdé zobrazeni sloZené z rovnobézného
promitdni roviny o na rovinu B ndsledovaného rovnobézinym promitanim roviny 8 na To-
vinu « je afinni zobrazeni na Toviné «.

Poznamka. V predeslém zobrazeni se iiseCka rovnobéznd s prisecnici rovin « a 3 zobrazi
na usecku stejné délky. Uzitim pouze dvou riznobéznych rovin tedy nemiizeme dostat
libovolné afinni zobrazeni.

To, zda t¥i rovnobézna primocara promitani jiz postaci pro konstrukei libovolné afinity,
nebo jich budeme v nékterych pripadech potfebovat vice, nechidme na rozmysleni ¢tenari.
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Kruhova inverze

Kruhova inverze je poslednim zobrazenim, kterym se zde budeme zabyvat. Jde jiz o po-
mérné slozitou transformaci roviny a mize ndm pomoci u geometrickych tloh, kde se nam
nedaii problém vyresit predchéazejicimi prostredky. Typicky se uzitim kruhové inverze do-
staneme k vyrazné odlisné situaci, kterd mize byt snaze rozresitelnd. Nepochybné tak patii
k velmi uzitecnym zobrazenim, které by mél maturant se zdjmem o matematiku znat. Jeji
ovladnuti pak vyzaduje 1éta cviku.

Poznamka. Rovinu Es si doplnime o jeji nevlastni bod - nekone¢no. Takto vzniklou
mnozinu budeme oznacovat jako E5 = EgU{oco} Tato mnozina bodi mé zajimavé vlastnosti
- napriklad primky se zde chovaji jako kruznice s nekoneénym polomérem a vSechny primky
se protinaji v nekonecénu.

Definice 2.7. Je ddna kruZnice k se stredem S a polomérem r > 0. Necht f je zobrazeni
E5 na E3, ve kterém se bod S zobrazi do nekonecna, nekonecno zase na bod S a kazdy bod
A€ Ey, A#S se zobrazi na bod A’ € Eg tak, ze A’ lei na poloprimce SA a plati

|SA|-|SA'| = r2.
Pak zobrazeni f nazyvame kruhovou inverzi podle kruznice k.

Poznamka. VSechny body lezici na kruznici k jsou v kruhové inverzi podle kruznice k
samodruzné. To znamend, ze zobrazujeme-li v tomto zobrazeni objekt, ktery ma s kruznici
k spolecny bod X, pak bude bod X néalezet i obrazu tohoto objektu.

Veéta 2.4. Kruhovd inverze je involutorni zobrazeni, tedy kdyz zobrazime rovinu dvakrdt
v téZe kruhove inverzi, dostaneme identitu.

Véta 2.5. Necht k je kruznice se stfedem S a polomérem r. Ddle necht A # S je libovolny
bod uvnitr kruznice k. Bodem A’ nazvéme obraz bodu A v kruhové inverzi podle kruznice
k. Zreymé A’ lezi vné kruznice k. Oznacme T dotykovy bod jedné z tecen ke kruznici k z
bodu A’. Potom bod A je pata kolmice spusténé z bodu T na primku SA’.

Diikaz. Ozna¢me a, resp. a’ délku tsecky SA, resp. SA’. Protoze A’ je obrazem bodu A v
kruhové inverzi s kruznici k o poloméru r, plati a - a’ = r2. Déle ozna¢me Ty patu kolmice
z bodu T na pfimku SA’. Eukleidova véta o odvésné ST v pravouhlém trojtihelniku SA'T
nam rika, ze

r?=|ST]> = |STo|-|SA'|=|STy| d
1STo| = =,
pficem# > = a. P¥itom ziejmé Ty € SA’. Proto Ty = A, &m7 je ditkaz hotov. O

a
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Nasledujici vétu uvadime bez dikazu a je tfeba si ji dobfe promyslet. Obsahuje totiz
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Véta 2.6. Méjme kruznici k se stredem S o poloméru r a zobrazme ndsledujici dtvary v
kruhové inverzi podle k :

1) Obrazem primky p prochdzejici stiedem kruhové inverze S je ta stejnd primka p.

2) Obrazem primky p neprochdzejici bodem S je kruznice | se stiedem L prochdzejict
bodem S takovd, Ze SL 1 p. Pokud md navic primka p s kruznici k spolecny bod,
lezi tento bod i na kruznici | (je to totiZ samodruzny bod).

P P

3) Obrazem kruznice l se stiedem L prochdzejici bodem S je piimka p kolma na primku
LS. (Plyne z predchoziho a involutornosti kruhové inverze.)

4) Obrazem kruznice m neprochdzejici bodem S je kruznice n neprochdzejici bodem S.
Pokud je navic bod S vné kruznice m, pak magi kruznice m,n spolecné tecny a ty se

protinaji v bodé S.
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