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Pomocny text

DIRICHLETUV
PRINCIP

Dirichletiv pfihradkovy princip (nékdy také zvany princip holubniku) je jednim ze
zakladnich kombinatorickych principt a nachazi uplatnéni témér ve vsech oblastech mate-
matiky, od teorie ¢isel pfes kombinatoriku a teorii grafi az po geometrii. Poprvé jej primo
pouzil Dirichlet v jeho praci z teorie ¢isel. Ve své nejjednodussi podobé se da Dirichlettiv
princip formulovat nasledovné:

Véta 1.1. Necht mame alespori (n+1) holubi v holubniku o n prihradkdch. Pak v nékteré
prihradce jsou alespori dva holubs.

A skutecné. Pokud by v kazdé prihradce byl nejvyse jeden holub a prihradek je n, pak
by muselo byt nejvyse n holubt. My ale mame o jednoho holuba vice, coz je spor. Musi
tedy nutné alespon v jedné pfihradce byt dva holubi.
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Véta 1.2. Necht mdme alespori (mn + 1) holubi v holubniku o n prihradkdch. Pak v
nékteré prihrdadce je alesponi (m + 1) holubi.

Dtikaz je velmi podobny. Pokud by v kazdé prihradce bylo nejvyse m holubt, celkem
by jich bylo nejvyse mn, coz je spor. V nékteré prihradce tedy musi byt alesponi (m + 1)
holubt.
Princip sam o sobé je velice jednoduchy a snadno pochopitelny. Ponékud obtiznéjsi je to
s jeho uzitim. V tloze je vzdy potieba najit ty spravné ,holuby a prihradky“, abychom
princip mohli pouzit. Na ukazku si tedy par vzorovych priklada vyreSime:

Priklad 1.1. Ukazte, %e v kazdé skupiné lidi jsou vzdy alesponi dva, ktefi maji v této
skupiné stejny pocet zndmych (znamost je vzajemnd).

Reseni. Umistujme jednotlivé lidi do pfihradek podle toho, kolik maji znamych. Je-li
lidi dohromady n, budou obsazovat pfihradky s ¢isly 0, 1,...,(n — 1). AvSak zndmost je
vzéjemnd, a tedy nemuze byt zéroven obsazena piihradka s ¢islem 01 (n —1). Mame tedy
celkem n lidi v (n — 1) pfihradkach, a tudiz dle Dirichletova principu néktefi dva lidé musi
mit stejny pocet znamych.

Priklad 1.2. Necht S je mnozina 2013 bodi takovych, Ze mezi kazdymi tfemi body jsou
alespon dva, jejichz vzdalenost je mensi nez jedna. Dokazte, Ze z mnoziny S lze vybrat
1007 bodi, které vSechny lezi uvnitt kruhu o poloméru jedna.

Reseni. Z mnoziny S vyberme ty dva body, které maji nejvétsi vzajemnou vzdalenost
(ozna¢me je A a B). Pokud je jejich vzajemnd vzdalenost mensi nez jedna, musi byt kazdy
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bod vzdalen od bodu A o méné nez jedna, takze v kruhu o poloméru jedna a stfedem v A
lezi vSech 2013 bodu. Pokud je jejich vzdalenost vétsi nez jedna, uvazme libovolny dalsi
bod (ozna¢me ho X). Protoze z trojice { A, B, X } musi nékteré dva mit vzdéalenost mensi
nez jedna, musi platit bud |AX| < 1, nebo |[BX| < 1. Mame tedy celkem 2011 bodi, které
lezi ,blizko* bodu A nebo bodu B. V kruhu o poloméru jedna kolem jednoho z téchto
dvou bodt tedy musi byt dle Dirichletova principu alespon 1006 bodt, které tak spole¢né
s bodem A, resp. B tvori onéch hledanych 1007.

Priklad 1.3. Na tabuli je za sebou napséano 2013 ptirozenych ¢isel. Ukazte, Ze z nich Ize
vybrat nékolik (alesponi jedno) po sobé napsanych tak, Ze jejich soucet je délitelny 2013.

Reseni. Ozna¢me jednotliva ¢isla (tak, jak jdou za sebou) ai, as,. .. asgr3. Uvazme soudty

s1 = ai,

S9 = a1 + ag,

S9013 = a1 + ag + -+ - + ag013-

Je-li mezi nimi néktery délitelny 2013, pak jsme vyhrali. Neni-li tomu tak, potom nékteré
dva musi dle Dirichletova principu davat stejny zbytek po déleni 2013 (moznych nenulovych
zbytk je totiz pouze 2012). Oznacéme tyto dva s; = 2013m +r a s; = 2013n + r, pii¢emz
i < j. Rozdil téchto dvou bude tvaru s; — s; = aj+1 + @42 + -+ + a; = 2013(n —m) a
je tedy délitelny 2013. Navic se jedné o soucet nékterych po sobé napsanych ¢isel, ¢imz je
dtikaz hotov.
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