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Pomocny text

EXTREMNI SERIE

V tejto sérii sa budeme zaoberat maximami a minimami — teda extrémami. Hladanie
extrémov je sucastou kazdodenného zivota, prikladom moze byt hladanie najlacnejSicho
obchodu, najrychlejSej cesty domov, najefektivnejsieho vyuzitia volného ¢asu, atd. Pokial
sa ndm podari tieto problémy previest do re¢i matematiky, moZzeme ich s réznou uspes-
nostou riesit a v praxi aplikovat.

Este pred tym, ako za¢neme takéto problémy riesit si rychlo pripomenieme, ¢o to vlastne
minimum a maximum funkcie je:

Definicia 6.1. Majme funkciu f: R — R. Hovorime, ze funkcia mé v bode xg:

e Lokdlne (neostré) minimum, ak existuje 0 také, ze pre akékolvek z z intervalu (zg —
0,xz0 + 0) — {xo} plati, ze f(x) > f(xo). Inak povedané, okolo lokdlneho minima sa

.....

hodnotu. Toto okolie moze byt aj velmi malé.

e Globdlne (neostré) minimum, ak pre lubovolné x z definiéného oboru D(f) — {xo}
plati, 7e f(x) > f(xo).

Pre maximum by sme znamienka otod¢ili, pre ostré minimé by sme neostr nerovnost
nahradili ostrou.

Poznamka. Vsimnime si niekolko jasnych veci — lokdlnych extrémov mdze byt vo vSeo-
becnosti vela (napr. aj nekoneéne pri funkeii sin(x)), ale zrovna tak aj ziadny. Globélny
extrém moézeme mat iba jediny. Taktiez vSak nemusime mat ziadny (dokonca ani vtedy,
ked mame nekoneéne vela lokdlnych). Prikladom moze byt funkcia sin(z) + z, ktord ma
nekonec¢ne vela extrémov a to maxima v I + 2km a minima v 3% + 2kn (pre k € Z), pri-
¢om v8ak nie je nijak ohrani¢end. Samotna funkcia sin(z) ma pritom pre vSetky zmienené
hodnoty globélne extrémy (a teda je ich nekonecne vela), ale iba neostré. Taktiez si mo-
Zeme vsimnut, ze pri hladani extrémov nas nebude nejak Specidlne zaujimaf, ¢i sa jedna
o minimum alebo maximum, kedZe to, ¢o je pre f(x) minimom je pre — f(z) maximom.
Uvedené situacie si mozeme ilustrovat na priklade funkcie f(x) = 2%(x — 1)(z — 2), ktora
mé podla nasledujiceho obrazku 6.1 lokdlne minimum na intervale (—1,b) v bode 0, na
intervale (b,c + 1) v bode ¢, ktoré je zaroven globalnym minimom funkcie f(x) na R.
Uvedend funkcia m4 zrejme lokdlne maximum na intervale (a,c) v bode b, ktoré vsak nie
je globalnym maximom.
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Obr. 6.1: Graf funkcie f(z).

Veta 6.1. Nech f, T: R — R st funkcie, pricom T'(z) je prosta, ¢ize
T(x) =T(y) ===y,

inak povedané, ak dve ¢isla maji rovnaké obrazy, v skuto¢nosti je to tym, Ze sa rovnaju,
resp. dve rozne ¢isla maji rozne funkéné hodnoty. Potom f(z) mé extrém v xy prave
vtedy, ked T'(f(z)) mé extrém v xo.

7 tejto vety plynie, Ze extrémy funkcie s odolné napriklad voci tzv. linedrnym transfor-
maciam funkcie, ¢ize f(z) mé extrémy v tych istych bodoch ako funkcia g(z) = af(x)+b,
kde a, b su redlne ¢isla, pricom a je nenulové (aby tato transformécia bola prostd). Je
treba vSak dohliadat na to, aby sa funkcie dali skladat, teda pokial T'(f) = In(f), musime
si byt isti, ze f(x) zobrazuje ¢isla na kladné ¢isla.
Teraz si vSak uz mozeme zadefinovat, aké tlohy nas buda trapit. Typickym zadanim tlohy
optimalizacie je:

f(xz) = min, x€ G C D(f).
To znamend, 7e hladdme minimum z funkcie f(x) (ktord sa nazyva ucelovd funkcia),
pricom vSak x nemoze utiect z nejakej mnoziny G. Pokial je tato rovnaka ako definiény
obor funkcie, jedna sa o optimalizdciu bez obmedzeni. Ak je tato mnozina mensia, je mozné,
Ze nam niektoré extrémy nepovoli uvazovat ako rieSenia. Vtedy sa jednd o optimalizdciu
s obmedzeniami. Tato tloha je pritom castejsia, kedZze vicSinou pri tlohdch nemozeme
uvazovat niektoré rieSenia.
Priklad 1 (optimalizicia bez obmedzeni). Néjdite minimum funkcie

12 18

f(w):2_$—4+(a:—4)2'

RieSenie. Ako prvé si vSimneme, ze hladdme extrém na mnozine G = R —{4}. KedZze sme
lenivi, spravime transforméciu x — 4 = ¢ a prevedieme na jeden zlomok, ¢im dostdvame

novu ulohu:
_2¢% —12¢+ 18

g(c) =2 — min, G=R-{0}.
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Nasledne funkciu upravime na Stvorec:

Kedze tato funkcia je urcite nezéapornd, tak jedingm moZnym minimom je ¢ = 3, jedine
pre ktoré nadobuda funkcia hodnoty ¢(3) = 0. RieSenim je teda x = 7. Hodnota minima
je f(7) =0.

Este pred tym, neZ sa poberieme na dalsi priklad si pripomenieme nerovnost, ktord v mno-
hych pripadoch ulahé¢i optimalizéciu.

Veta 6.2 (Aritmeticko-geometrickd nerovnost). Uvazujme premenné aj, ag, ...a,, ktoré
su vetky nezaporné (teda a; > 0). Potom pre ne plati:

a1 +az+...+ap
{arag...an < :

n

¢ize aritmeticky priemer je vzdy vic¢si, nanajvys rovny geometrickému. Rovnost nastéva
iba v pripade, ze a1 = as = ... = a,.

Preto nie je zlé svojich uéitelov poziadat, aby priemer znamok ratali pomocou geometric-
kého priemeru :).

Priklad 2 (optimalizicia s obmedzeniami). Zistite, aky najvicsi obsah moze mat troju-

holnik s obvodom o.

Riesenie. Pri podobnych prikladoch je tloha zadana jednoducho, zapis optimalizacnej
tlohy vsak méze byt docela naroény. Musime si totiz uvedomit tri veci:

e Akym sposobom budeme ratat obsah. Kedze v tilohe neméame Zziadne uhly (a kvoli
sinusom a kosinusom ich tam ani nechceme), pouzijeme Heronov vzorec na vypocet
trojuholnika so stranami a, b, ¢ a obvodom o:

=3G9 G0G )

e Nesmieme zabudnuf, ze dlzky stran v trojuholniku st kladné, teda a,b,c > 0. Teo-
reticky by sa ndm mohlo totiz stat, Ze maximum vyjde tak, Ze jedna strana by mala
zéporni dlzku. Preto musime pridaf toto obmedzenie.

e Lubovolné tri kladné strany este netvoria trojuholnik. Opét by sa mohlo stat, ze

maximum bude v bode (a, b, ¢) = (¢, &, %), aj ked trojuholnik s takymi stranami

neexistuje. Preto musime pridaf trojuholnikové nerovnosti.

Formulujme teda konec¢ne tlohu do matematického zapisu:

f(a, b, c):S:\/g (g—a) (g—b) (g—c>—>max; kde

a,b,c>0, a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Této uloha vyzerd hrozivo, je vSak nutné vidiet, Ze obmedzenia ndm ulahdéia zivot. V prvom
rade vidime, Ze vSetky ¢leny pod odmocninou st kladné, kedze vdaka prvej podmienke je
obvod kladny a vdaka $tvrtej podmienke b + ¢ — a > 0 je napriklad

) a+b+c_ _—a+tb+ec 1

5 a B a—f—g(b+0_a)>0
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To znamen4 nielen to, ze mame korektne definovany obsah, ale aj to, ze kedze T'(x) = /=
je prosta funkcia, tak mézeme rovno optimalizovat druhti mocninu obsahu S2. Pre ti ale
z aritmeticko-geometrickej nerovnosti (a vdaka nezapornosti jednotlivych ¢lenov) plati:

#os(2-a) (0-1) (5o <[zt

L0 30—(a+b+c) _0[0}3204

-2 3 216 432°
Kedze rovnost nastdva v pripade § —a = § —b = § — ¢, tak musi platit, ze hladany
trojuholnik je rovnostranny. Obsah takéhoto trojuholnika je S = T 2"\2/3

Linearne programovanie

Zatial sme sa zaoberali iba optimalizaénymi tlohami, ktoré sa dali nejakym spdsobom
jednoducho obmedzit nerovnicami a to dokonca tak, Ze sme z nich rovno prisli na extrém.
Teraz si predstavime najjednoduchsiu podobu tzv. simplexovej metédy, ¢o je algoritmus na
hladanie extrémov tloh linedrneho programovania. Teraz prejdeme k funkcidm viacerych
premennych, ktoré sa zobrazuji na jednu redlnu hodnotu. V takychto pripadoch je nas ciel
optimalizovat stale jednozna¢ny — najst bod (s viacerymi stradnicami), ktory sa zobrazuje
na ¢o najextrémnejsiu hodnotu. Uloha linedrneho programovania je optimalizaéné tloha,
v ktorej je ucCelova funkcia linearna funkcia premennych ai,ao,...,a, a obmedzenia st
tvaru fi(ai,...,an) > 0, kde fi st linedrne funkcie.

Linearne programovanie ma aj svoj geometricky vyznam. Jednotlivé obmedzenia totiz ge-
neruji mnohosten, na ktorom sa maji rieSenia nachadzat. Tento mnohosten méze mat aj
nekonecne dlhé strany. KedZe optimalizovand funkcia je linedrna, d4 sa dokéazat, Ze opti-
mélne body ndjdeme vo vrcholoch tohto mnohostenu, pripadne v jeho hranach (ak teda
existuju). Nasledujici sposob riesenia linedrnych problémov je vlastne algoritmus, ktory
tieto vrcholy prechadza a z nich potom smeruje do vrcholov, ktoré sti optimélnejsie.

Vsimnite si, Ze naSe predchadzajtce priklady boli ovela zloZitejsie — tc¢elova funkcia bola
bud kvadratické alebo dokonca polynomialna pod odmocninou, ¢ize sa jedna o velmi $pe-
cifické problémy. Na druhej strane nam tlohy linedrneho programovania c¢asto vznikni
z na prvy pohlad velmi odlisnych problémov, tak ako uvidite v tejto sérii :).

Namiesto zdThavého vysvetlovania simplexovej metédy si ukazeme na priklade, ako robit
systematické kroky k tomu, aby sme videli rieSenie niektorych linedrnych problémov.

Priklad 3 (linedrna optimalizicia s rovnostou). Néjdite minimum funkcie
fla,b,¢c,d)=a+2b+2c—T7d
tak, aby

a+b+3c—d=6, (6.1)
2a — b+ 3c—8d =29,

pricom a, b, ¢, d > 0.
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Riesenie. Pri tlohach linedrneho programovania je dobrym zvykom zacat nijdenim tzv.
pripustného riesenia, teda takého, ktoré spliiuje vSetky podmienky, ale zaroven nemusi byt
eSte najlep$ie. Skisme teda rovnice vyriesit ¢iastoéne pre premenné a, b.

a+2c—3d =5, (6.3)
b+c+2d=1, (6.4)

kde rovnost (6.3) vznikla vydelenim stétu rovnosti (6.1) a (6.2) tromi, a podobne rovnost
(6.4) vznikla vydelenim staétu (6.2) dvojnasobku (6.1). Z ¢oho moézeme vyjadrif premenné
a = 5—2c+3d ab = 1—c—2d dosadit do ucelovej funkcie, ¢im dostaneme 7—2c¢—8d — min.
Teda naSe pociato¢né riesenie méze byt (a, b, ¢, d) = (5,1, 0, 0) s hodnotou ucelovej
funkcie 7. Teraz je vSak vidno, ze v ucelovej funkcii by sme sa mohli dostat aj na nizsie
¢isla, kedze koeficient pri premennych ¢ aj d je zadporny. Najprv rieSme situdciu s ¢ (¢o
nam mozno vyriesi aj zapornost koeficientu u d). Problém vsak je, Ze ¢ nemdzeme zvysit
[ubovolne a ak by zostalo d = 0, potom b = 1 —c+ 2d = 1 — ¢ a kedZe b nemdze byt
zaporné, tak by mohlo byt ¢ najviac 1. V§imnime si, Ze podobny problém by nastal aj pri
a =5 — 2¢, z ktorého vyplyva, ze ¢ < % (pri d = 0). Teda pri premennej b narazime skor,
z ¢oho vyplyva, Ze to je horSia premennd pre minimalizaciu. Podme preto dalej s iipravami
a to tak, Ze sa pokusime vyjadrit premenné a, c:

a—2b—"7d=3, (6.5)
b+c+2d=1,

kde (6.5) je rozdielom (6.3) a dvojnésobku (6.4). Z ¢oho opif vyjadrime premenné a =
3420+ 7d ac=1-0b—2d. Ucelova funkcia mé teraz tvar 5 +b — 6d — min. Vi-
dime, Ze tym, ze sme nahradili premenné, sme sa dostali k lepsiemu pripustnému rieseniu
(a, b, ¢, d) = (3,0, 1, 0). Je to preto, lebo sme nahradili premennt b za tak(i premenn,
sa vSak nachddzame v podobnej situdcii. MoZzeme totiz dalej znizit tcelova funkciu, kedze
koeficient pri d je zaporny. Opit si nemodzeme dovolit akokolvek zvysit d. Tentokrat nam
dokonca v premennej a neprekaza, ze zvysime d, kedZe tdto premenné bude nezdporna pre
Tubovolne velké nezéaporné d. Problém je vSak s premennou ¢, ktord zrejme uberd prilis
malo z ucelovej funkcie. Vyjadrime preto znova, tentokrat pomocou a, d:

3 7 13
1 1 1

kde (6.6) je sti¢tom (6.5) a Z-ndsobku rovnice (6.4), a tiez (6.7) je i-nasobkom (6.4). Je
vidno, Ze dostaneme a = ?—%b—%c ad= %—%b—%c. Ucelova funkcia je 24+4b+3c — min.
V tomto rozpolozeni je uz jasné, ze zvySenim premennych b, c si len poskodime. Preto ich
nastavime na najmensiu moznt hodnotu — 0. RieSenim, tentokrat uz optimalnym, bude

teda (a, b, ¢, d) = (%, 0, 0, %) s optimélnou hodnotou 3.
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Tato aktivita je realizovana v ramci vefejné zakazky Pilotni ovéfeni systému
popularizace technickych a pfirodovédnych obortu vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnti, kterad je soucasti IPN Podpora technickjch a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.0005. Projekt je spolufinancovan Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt . cz
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