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Pomocny text

CiSELNE OBORY

Ciselné obory

Kde by bola matematika bez ¢isel? Cisla predstavuji jednu z prvych abstrakcii, ktora
ludia zacali vnimat. Abstrakcia spodivala v tom, Ze mnoZstvo, ktoré sa snazili popisat,
nebolo nijak zavislé na pocitanej veci. Predkami ¢isel boli vyjadrenia typu ,,mnoho“ alebo
»,malo“. S postupom c¢asu sa vSak podobné miery mnozstva dali vyuzivat len tazko a na
scénu nastupil postupny rozvoj algebry. S nim sa zjednodusil obchod, vylepsilo sa plano-
vanie urody a ulahcilo sa planovanie vyroby a stavby. Podme sa teraz blizsie pozriet na
to, ¢o sa v priebehu ¢asu vyvinulo.

Ciselné obory st mnoziny prvkov, ktoré nazyvame ¢isla, a s ktorymi mézeme dobre ma-
nipulovat — zavadzat na nich zmysluplné operéicie — plus @ a krat ® a operéacie k nim
inverzné.

Vymenujme si zdkladné zname mnoziny:

e N (mnozina prirodzenych ¢isel) — mnozina obsahujica 1 a uzavretd na operacie ®
a ® (¢im chceme povedat, ze ak zoberieme dva prvky mnoziny a pouZijeme na nich
operaciu @, vysledok ndjdeme v mnozine tiez).

Z (mnozina celych ¢isel) — mnozina, ktord vznikne uzavretim N na inverzni operéciu
k operéacii 6, ¢ize minus. Uzavretd aj na operaciu & .

Q (mnozina racionalnych ¢éisel) — mnozina vzniknutd uzavretim Z na operéciu in-
verzni k ®, ¢ize na delenie. Inak povedané, mnozina vsetkych podielov celych cisel.

I (mnozina iracionalnych ¢isel) — mnozina vzniknutd tzv. Dedekindovym rezom. Da
sa dokézat, 7e ¢isla ako /2 nepatria do nijakej z predchadzajtcich mnozin, a preto
je tato mnozina neprazdna, ¢ize medzi raciondlnymi c¢islami naozaj nieco je.

e R (mnozina realnych ¢isel) — mnozina vzniknuta zjednotenim predchéadzajucich dvoch.

C (mnozina komplexnych ¢isel) — mnoZina redlnych ¢isel rozsirend o rieSenia redlnych
polynémov.

Takychto a podobnych mnozin sa da skonstruovat naozaj vela. Dalsim prikladom moze
byt mnozina P = {0, 1,2}, na ktorej st definované operacie a &b = a + b (mod 3) a
a®b=a-b (mod 3) VYa,b € P. Tato mnoZina je na tieto operéacie uzavreta.
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Pri definicii tychto oborov sme sa dotkli aj vzfahov medzi nimi. Podme sa teda blizsie
pozriet na vlastnosti, ktoré obory spajaju a ktoré ich rozdeluju.

Kardinalne ¢dislo

Velkost mnoziny (pocet prvkov patriacich mnozine) je zdkladom pri budovani prirodze-
nych ¢isel z tedrie mnozin. Napr. mnozina {Henry, Matéj, {Libénka, Kouma, Nouma}}
je trojprvkova mnozina. Ked sa vSak opytame, kolko je prirodzenych ¢isel, odpoved je
nekonecne vela.

Otézka potom znie, kolko je redlnych éisel, ktorych je iiplne intuitivne ovela viac. Na toto
dava odpoved mohutnost mnoziny.

Definicia 5.1. Mnoziny A, B maji rovnaki mohutnost prave vtedy, ked existuje zobrazenie
f: A— B také, Ze

a) je injektivne, tj. kazdy vzor md iny (vliastny,sSpecificky) obraz

Ve,ye A:x#y= f(z) # f(y)

b) je surjektivne, tj. kazdy obraz md vzor.

Vbe B:3ac A: f(a) =0

Vdaka tejto definicii moZzeme mnozindm urcovat ich mohutnost, a to kardindlnym &islom.

Definicia 5.2. MnoZiny s mohutnostou rovnakou ako prirodzené ¢isla maji kardindlne
¢islo rovné Ry (aleph 0). Mnoziny s takouto mohutnostou, pripadne mohutnostou konecnou,
nazyvame spocetnymi.

Priklad 5.1. Dokézte, Zze mnozina celych éisel je spocetna.

RieSenie. Prikladom bijektivneho zobrazenia f: N — Z je nasledovné: f(z) = (—1)" | Z].
Toto zobrazenie je naozaj bijektivne, ¢o sa da ukazat aj ndjdenim inverzného zobrazenia

f1Z = N, f~H(z) = 2[n| + 3|sgn(n)|(1 — sgn(n)), kde pod signum mame na mysli

funkciu:
= 0
_ ) n#
sgn(n) =
gn(n) {0 0

Ked si rozpisete zopar ¢isel, uvidite, Ze takto zloZito definované funkcie s naozaj inverzné.
Priklad 5.2. Dokézte, Ze mnozina realnych ¢isel je nespocetna.

Riesenie. Toto tvrdie sa d4 dokézat Cantorovou diagonalnou metédou, dokonca pri men-
Sej mnozine: intervale (0,1) . Tato metéda vravi, ze po lubovolnom pocte zobrazenych
prvkov vieme néjst redlne ¢islo také, Ze ho eSte neméme zobrazené. Staci si uz zobrazené
realne ¢isla napisat pod seba a z kazdého vybrat jedno ¢islo na inom desatinnom mieste.
Potom si vymyslime také ¢islo, aby sa s kazdym uz zobrazenym nezhodovalo aspon v
jednom desatinnom mieste. Sta¢i ked sa obmedzime na ¢isla obsahujice 0 a 1 a mame
tabulku 5.1. Z tabulky 5.1 vidiet, Ze ¢islo 0,10011 este nebolo zobrazené. Ak teda vieme
vzdy najst obraz, ktory este neméd vzor aj po nekoneénom mnozstve predchadzajicich
obrazov, tak zobrazenie nie je surjektivne a mnozina redlnych cisel je nespocetna.
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1071102103 ]107*|10°°
F(1)| o 1 0 1 1
F(2) | 1 1 0 1 0
F3)| 0 1 1 1 0
F4)| 0 1 1 0 1
FG)| 1 0 1 0 0

Tab. 5.1: Cantorova diagonédlna metdoda

Definicia 5.3. MnoZiny s mohutnostou rovnakou ako redlne ¢isla maji kardindlne cislo
N; (aleph 1), kde Ry = 280, resp. tieto mnoZiny nazgvame mnoZinami sa kardinalitou
kontinua.

Veta 5.1. Nech N je kardinalita prirodzenych, ¥1 kardinalita redlnych cisel. Potom platia
vztahy:

1) ™Ry =Ny prer € R — {0} (podobne pre ¥ )
2) XL =Ry prer € RT (podobne pre Ny )
3) Ry© =y

Priklad 5.3. Dokéazte, ze P(N) mnozina vSetkych podmnozin prirodzenych ¢isel méa kar-
dinalitu N;.

RieSenie. Skonstruujeme zobrazenie Fp: N — {0,1} také, ze prirodzenému éislu priradi
1, ak patri do mnoziny A a 0, ak do nej nepatri. Potom kazd4d podmnozina mnoziny N je
popisand prave jednym takymto zobrazenim, napr. mnozina B = {1,2,3} je popisand

1 =1,2
Fp, — T ,2,3
0 inak

Kazdé takéto zobrazenie zaroven popisuje prave jednu podmnozinu mnoziny N. To zna-
mend, 7e medzi mnozinou P(N) a mnozinou {0, 1} vSetkych zobrazeni z N do {0, 1} je
bijekcia, ¢ize maji rovnaki mohutnost. Automaticky vsak diagonalizidciou ukézeme (po-
dobne ako v tabulke), Ze ked sa budeme snazit o bijektivne zobrazenie z N do {0, 1}V, tak
zlyhdme, kedZe budeme vediet najst také zobrazenie, ktoré este nebolo zobrazené. Preto
je kardinalita tychto Cisel N;.

Priklad 5.4. Dokéazte, Ze mnozina kone¢nych podmnozin prirodzenych ¢isel mé kardina-
litu No.

Riesenie. Je trividlne ukdzat, Ze mnozina jednoprvkovych podmnozin prirodzenych &i-
sel je spocetna. Ukédzeme, ze podobné tvrdenie plati pre dvojprvkové mnoziny. Sta¢i nam
vytvorit si tabulku 5.2. Pri tomto zobrazeni z N do mnoziny dvojprvkovych podmnozin
N sme si vytvorili siet, ktora priraduje po diagonalach prirodzenym ¢islam dvojprvkové
podmnoziny. KedZe v tejto sieti st vSetky dvojprvkové podmnoziny N, kazda dostane pri-
radeny vzor, kazdy vzor méa obraz, tak sme nasli bijekciu.

Podobne sa d& postupovat aj vo viacrozmernych pripadoch napr. pri $tvorprvkovych pod-
mnozinach {a, b, ¢, d} najprv ocislujeme tie podmnoziny, pre ktoré a+b+c+d < 10, ktora
je jedina ({1,2,3,4}), potom tie, ¢o maji stcet mensi ako 14 atd...
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1 2 3 4 5!
1 1 {1,2} | 2> {1,3} | 3> {1,4} | 5 {1,5}
2 42,3} | 6 >{2,4} | 7T—{2,5}
3 8 {3,4} | 9— {3,5}
4 10 — {4,5}
5
Tab. 5.2: Siet

Kedze vSetky konecné podmnoziny st spocetné, modzeme skonStruovat nasledujicu ta-
bulku 5.3, kde budeme mat &isla zoradené v riadkoch podla pocétu prvkov v mnoZine,
kym v stipcoch podla vzoru, ktorj mnozina dostala pri dokazovani, ze spolu s dalsimi v
stipci tvori spocetnit mnozinu.KedZe sme znova vytvorili bijekciu, tdto mnoZina je naozaj
spocetna.

1 2 3 4 5
1| 1={1} [ 25{1,2} | 4= {1,2,3} | 7—{1,2,3,4} | 11 > {1,2,3,4,5}
2| 3—-1{2} | 5—={1,3} | 8—={1,2,4} | 12— {1,2,3,5} | 16 — {1,2,3,4,6}
3163 | 9—={1,4} [13—={1,3,4} | 17— {1,2,3,6} | 20 — {1,2,3,4,7}
4110 {4} [ 14— {2,3} [ 18 > {1,2,6} | 21 — {1,2,4,5} | 23 — {1,2,3,5,6}
515 — {5} | 19 — {1,5} | 22 — {1,3,5} | 24 — {1,2,3,7} | 25 — {1,2,3,4,8}

Tab. 5.3: Konstrukcia bijekcie

Definicia 5.4. MnozZiny s mohutnostou rovnakou ako redlne ¢isla majiu kardindlne cislo
N; (aleph 1), kde Xy = 2%0 | resp. tieto mnoZiny nazjvame mnoZinami sa kardinalitou
kontinua.

Hustota mnoziny

Dalsou vlastnostou ¢iselnjch mnoZin je hustota. Intuitivne to znamend asi tolko, Ze mno-
Zina, ktord je hustd, méa tak vela prvkov, ze akokolvek velki lupu si na 1u zoberieme,
nendjdeme v nej ziadnu medzeru (i ked tam moZno je). Este inak, medzi lubovolnymi
dvoma prvkami si ndjdeme aspon jeden dalsi.

Definicia 5.5. MnoZina A je hustd v B prdve vtedy, ked ku kaZdému ¢ > 0 a ku kazdému
b € B existuje a € A také, Ze vzdialenost p(a,b) = |a —b| = 0.

T4to definicia sa d4 dobre uplatnit napr. na racionélne ¢isla. Kazdé realne éislo vieme Tu-
bovolne presne aproximovat (priblizne vyjadrit ) tymito ¢islami, preto st racionalne ¢isla
husté. Robime to vzdy, ked sa pozerame na vysledok na kalkulacke. T4 ndm vzdy zaok-
ruhli vysledok na nejaky pocet ¢islic. KedZe sa pozerame na koneény pocet ¢isel, da sa
vysledok zapisat v tvare zlomku. Pridanim dalej ¢islice sa ndm vzdialenost zaokrithlenia
oproti skutoé¢nému vysledku zmensi, az sa postupne blizi k nule.

Vsimnime si eSte dalsieho zaujimavého faktu. D4 sa dokézaft, Ze mnoZina raciondlnych ¢isel

je spocetné. Teraz sme si ukazali, Ze je aj hustd v redlnych ¢islach, ktoré st vsak nespocetné.
To znamen4d, Ze husté mnoziny moézu byt aj tie, ktoré maji velmi méalo prvkov.
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Transcendencia c¢isel

Definicia 5.6. Cislo a nazveme algebraické, ak existuje polynom p(z) s celociselngmi
koeflicientmi taky, Ze p(a) = 0. Inak nazveme toto ¢islo transcendentné.

Je trividlne dokdzat, Ze raciondlne ¢isla st algebraické. Pre iraciondlne ¢isla vSak ni¢ také
neplati, kedze existuji priklady, kde &islo je algebraické (napr. v/3 + /3, ktory je koretiom
p(r) = 2% — 928 + 2723 — 30), ale aj priklady, kedy je ¢islo transcendentné (m,e). Uvedme
si teraz vetu, ktord ndm transcendenciu umozni lahsie rozpoznat.

Veta 5.2. Nech a,b si algebraické, a # 0,1, b je iraciondlne. Potom je a® transcendentné.
Priklad 5.5. Dokazte, ze logs4 je transcendentné.

RiesSenie. Najprv si ukdzeme, zZe logs4 je iraciondlne. Pre spor predpokladajme, Ze je
tomu naopak, a existujt m € Z, n € N také, ze logg4 = 7. Potom plati: 4 = 3%, z ¢oho
4" = 3™, Ked pouZijeme na tto rovnicu mod 2, dostaneme 0 = 1, ¢o je ocividne spor.
Preto je logs4 iraciondlne.

Teraz predpokladajme pre spor, Ze je algebraické. Potom ale plati: 31°834 = 4. No ale kedze
3 aj logs4 st algebraické, logs4 je iracionalne, potom je 3'°83* = 4 transcendentné. To je
ale spor, kedze 4 je koreflom = — 4 = 0. Preto je logz4 transcendentné.
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