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Pomocny text

PRAVDEPODOBNOST

4.1 Pravdépodobnost

O pravdépodobnosti jste jiz kazdy urc¢ité néco slyseli, ale nez se pustime do podrobného
zékladu s definicemi, fekneme si intuitivné, co to znamena. Pravdépodobnost je n&jaké ¢islo
z intervalu (0, 1), které nam ¥iké, jakd je Sance, Ze se néco stane. Vétginou se pravdépo-
dobnost udava v procentech, coz z tohoto ¢isla ziskdme tak, Ze jej vynasobime stem.

K pocitani pravdépodobnosti je viak dobré znat zaklad kombinatoriky. Pojdme si tedy
ukizat trochu kombinatoriky.

Zacfnéme jednoduchym ptikladem.

Piiklad 4.1. Kolik existuje trojcifernych pfirozenych &isel?

Regeni. Rozmysleme si nejprve, jaké &islice mohou byt na prvni pozici v naem disle.
Mize to byt libovolna ¢&islice od 1 do 9. To znamené, Ze na prvni pozici miZzeme vybrat
z 9 moznosti. Co muze byt na druhé pozici? V8imnéme si, Ze na této pozici uz muizeme
pouzit i nulu, kterou jsme predtim nemohli. Mame tedy celkem 10 moznosti. Na t¥eti pozici
mame zase 10 moznosti, co pouzit, protoze i zde miize byt nula. Nyni nam stacf tyto &isla
vynésobit, abychom ziskali pocet v8ech moznosti (tomu se ucené ¥ika pravidlo soudinu).
Vysledek je tedy 9-10- 10 = 900 trojcifernych &isel.

Tohle pro vas snad nebylo tézké, tak se podivejme jesté na jeden.
Priklad 4.2. Kolik je dohromady dvojcifernych a trojcifernych ¢isel?

ReSeni. Dle stejné tvahy jako v predchozim piikladé je pocet dvojcifernych &isel 9 - 10 a
trojcifernych, jak uz bylo vypocitano 900, takze dohromady to déla 9-10+ 900 = 990 ¢isel
(tomu se zase utené fika pravidlo souctu).

Timto uvod do kombinatoriky ukonéime, protoze s pomoci pravidla souétu a soucinu
si vystacite. Kdo se bude chtit kombinatorikou dale zabyvat, jisté si na internetu néjaké
materidly najde a my se nyni posuneme dopfedu k pravdépodobnosti.

Stru¢né by vzore¢ek na pravdépodobnost vypadal takhle: pocet vSech moznosti, které
vyhovuji nasf podmince déleno po¢tem v8ech moznosti daného jevu. Rad$i spéchejme k p¥i-
kladu, tam to vysvétlime snad 1épe.

Priklad 4.3. Méjme dany tii osudi. V prvnim osudi mame 3 bilé kulicky a 2 ¢erné, v
druhém 4 bilé a 1 Cernou a ve tfetim jen 6 bilych. Ndhodné séhneme do jednoho z osudi a
vybereme kuli¢ku. Jaka je pravdépodobnost, Ze bude vybrana kulicka bila?
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ReSeni. Rozdélme si nejprve piiklad na tii ¢asti.

i) Sahli jsme do prvniho osudi. Nagi podmince vyhovuji 3 moznosti z 5, protoze pravé
3 kuli¢ky jsou v prvnim osudi bilé. Mame tedy pravdépodobnost %

ii) S&hli jsme do druhého osudi. Zde vyhovuji 4 moznosti z 5. Pravdépodobnost je tedy
4

B

iii) Séhli jsme do t¥etiho osudi. Zde vS8echny moznosti vyhovuji nasi podmince, tedy
pravdépodobnost je %, neboli 1.

Nyni pouzijeme jiz vySe zminénd pravidla souctu a sou¢inu a v8e ddme dohromady. Mame
tedy % Sanci, ze sdhneme do prvniho osudi a zde je g Sance, Zze bude kulicka bila. Stejnou
tvahu muZeme provést i se zbylymi dvéma osudimi a dostavame tak vyslednou pravdépo-
dobnost: % . % + % . % + % 1= % Kdyz bychom to chtéli vyjadiit procentuélng, vyjde nam
2 - 100 = 80%
15 0

Ale ted uz trochu formalnéji, za¢néme zakladnimi pojmy:

Definice 4.1. Ndhodngm pokusem rozumime experiment, ktery za stdlych podminek ddvd
rizné vysledky.

Tedy ndhodnym pokusem mutZeme rozumét naptiklad hod minci s vysledky rub a lic.

Definice 4.2. MnoZinu vsech vysledki ndhodného pokusu nazjvdme mnoZinou elementdr-
nich jevii ), jeden konkrétni vysledek pak elementdrnd jev.

V nasem pfipadé s minci je danou mnozinou Q = {rub, lic}.
Definice 4.3. Ndhodnym jevem A rozumime libovolnou podmnoZinu Q.
A ted uz k definici tzv. klasické pravdépodobnosti.

Definice 4.4. Za predpokladu, Ze mnozina Q je koneénd a vSechny elementdrni jevy jsou
stejné pravdépodobné, pak pravdépodobnosti ndhodného jevu A rozumime: P(A) = % (zde

| X| znact pocet proki mnoziny X)

Tedy v naem piipadé necht jev A ¥ik4, Ze padl rub. Tedy A = {rub}, pak |[A] =1
a P(A) % Pokud by jev B byl ,padne mi rub nebo lic“, pak je pravdépodobnost
P(B)=35=1.

Opalnym jevem k jevu A nazveme jev A’ pokud plati A’ = Q\ A (tedy pokud je
doplitkem jevu A v elementarnim prostoru) a pro jeho pravdépodobnost plati: P(A") =
1—P(A).

Dale by nés mohla zajimat pravdépodobnost jevu, pokud zname vysledek jevu jiného.
Této pravdépodobnosti fikdme podminéna.

Napiiklad hazime kostkou a zajimé nés, jakd je pravdépodobnost, Ze padne 6. Tato
pravdépodobnost je samozfejmé 1/6. Jaka je ale pravdépodobnost, 7ze padne 6, pokud
vime, Ze padlo sudé ¢islo?

NN ||
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Definice 4.5. Podminénou pravdépodobnosti jevu A za piedpokladu, Ze zndme vijsledek
jevu B rozumime hodnotu P(A|B) danou vzorcem

P(A|B) = P(AN B)/P(B).

Pravdépodobnost 6 za predpokladu, Ze padlo sudé ¢islo je tedy # = %

Jevy A, B se nazyvaji nezéavisle, pokud plati, ze P(A|B) = P(;l), tedy informace o
jevu A se mi prozrazenim jevu B nezméni. Dosazenim do vzorce pro podminénou pravdé-
podobnost dostavame: P(AN B) = P(A) - P(B).

Typickym ptikladem na nezavislé jevy a jejich pravdépodobnost jsou dva stielci. Jeden
z nich mé pravdépodobnost, ze sestieli cil 0,8; druhy 0,9. ProtoZe se vzajemné vibec
neovliviiuji, tak pravdépodobnost, ze oba sestieli cil je 0,8-0,9 = 0, 72.

Definice 4.6. Necht mdme jevy B, Bs, ..., B, a to takové, Ze jsou po dvou neslucitelné,
tedy pro vSechny i # j < n plati By N\ B; = {}. Pak vzorcem pro iplnou pravdépodobnost
jevu A rozumime rovnici

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|B2) - P(B2) + ...+ P(A|B,) - P(B,,).

Vzorec pro tplnou pravdépodobnost ndm tedy urcuje vztah mezi celkovou pravdépo-
dobnosti jevu a podminénymi pravdépodobnostmi jevu za vSech moznych okolnosti, které
mohou nastat.

Napfiklad na jev A, Ze nam padla 1 nebo 2, se mtzeme divat jako na pravdépodobnost
jevu A za predpokladu, ze padlo sudé ¢islo (Bj) a pravdépodobnost jevu A za piredpokladu,
ze padlo ¢islo liché (Bz). Dostavame tedy: P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|Bs) - P(B2) =
birbd=1

Na konec vam jesté ukdzeme Bayesiv vzorec, ktery urcuje pravdépodobnost okolnosti,
pokud vime jaky vysledek nastal:

P(A|B1) - P(B1)

P(B;|A) =
(Bil4) P(A|B1)- P(By) + P(A|Bs) - P(Bg) + ...+ P(A|B,) - P(By)
: s D NV _ P(ANB1) .
. Jak jsme na na néj p¥isli? Pomérné jednoduse: uz vime, 7e P(Bi|A) = Pa) 7 definice

podminéné pravdépodobnosti. Pfitom P(A N B) umime z té stejné definice vyjadfit i jako
P(A|B)-P(B) a dosazenim vzorce pro uplnou pravdépodobnost jevu A dostavame Bayestv
vzorec.

Ukazme si nyni vzorovy piiklad.

Piiklad 4.4. Zbynék se véera vratil neobvykle pozdé domil. Vrétil se v opravdu vyborné
naladé. Z toho, jak Zbynka zndme, mizeme Fict, ze pravdépodobnost toho, Ze se vrati s
dobrou néladou z BRKOSiho srazu je 0,6; pravdépodobnost, Ze se vrati s dobrou néladou z
konzultace se svym vedoucim diplomky je 0,1 a pravdépodobnost toho, Ze se vrati s dobrou
néladou ze srazu s byvalymi spoluzéky je 0,3. Pravdépodobnost, Ze jde Zbynék na BRKOSi
sraz je %, pravdépodobnost, Ze jde k vedoucimu je % a pravdépodobnost, ze jde na sraz se
spoluzéky je %. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze byl véera BRKOSI{ sraz, jestlize vime, Ze
mél Zbynék dobrou naladu?
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Regeni. Ozna¢me si nejprve jev A — Zbynék ma dobrou néaladu. Dale postupné jevy Bi,
By, Bs Ze byl véera na BRKOSim srazu, na konzultaci a na srazu se spoluzdky. Nyni si
miizeme vypsat pravdépodobnosti ze zadani.

P(AIBy) = 0,6
P(A[By) = 0,1
P(A|B3) = 0,3
1
PB) =
P(B3) = %
P(By) = ¢

Zadani se nas pta na P(Bj|A), takZe nyni si udaje rozepiSeme do Bayesova vzorce.

_ P(A|By)-P(B,) 065 _
P(B1lA) = pampyPB0+P(AIB) - P(B:) T PTG P(B3) — 061 To1lros1e 078

Tato pravdépodobnost vyjadfend v procentech je prlbhzne 78%.

Doufame, Ze vam uvedené pi¥iklady pomohou se poprat se ¢tvrtou sérii.
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