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Pomocný text

Pravd¥podobnost

4.1 Pravd¥podobnost

O pravd¥podobnosti jste jiº kaºdý ur£it¥ n¥co sly²eli, ale neº se pustíme do podrobného
základu s de�nicemi, °ekneme si intuitivn¥, co to znamená. Pravd¥podobnost je n¥jaké £íslo
z intervalu 〈0, 1〉, které nám °íká, jaká je ²ance, ºe se n¥co stane. V¥t²inou se pravd¥po-
dobnost udává v procentech, coº z tohoto £ísla získáme tak, ºe jej vynásobíme stem.

K po£ítání pravd¥podobností je v²ak dobré znát základ kombinatoriky. Poj¤me si tedy
ukázat trochu kombinatoriky.

Za£n¥me jednoduchým p°íkladem.

P°íklad 4.1. Kolik existuje trojciferných p°irozených £ísel?

�e²ení. Rozmysleme si nejprve, jaké £íslice mohou být na první pozici v na²em £ísle.
M·ºe to být libovolná £íslice od 1 do 9. To znamená, ºe na první pozici m·ºeme vybrat
z 9 moºností. Co m·ºe být na druhé pozici? V²imn¥me si, ºe na této pozici uº m·ºeme
pouºít i nulu, kterou jsme p°edtím nemohli. Máme tedy celkem 10 moºností. Na t°etí pozici
máme zase 10 moºností, co pouºít, protoºe i zde m·ºe být nula. Nyní nám sta£í tyto £ísla
vynásobit, abychom získali po£et v²ech moºností (tomu se u£en¥ °íká pravidlo sou£inu).
Výsledek je tedy 9 · 10 · 10 = 900 trojciferných £ísel.

Tohle pro vás snad nebylo t¥ºké, tak se podívejme je²t¥ na jeden.

P°íklad 4.2. Kolik je dohromady dvojciferných a trojciferných £ísel?

�e²ení. Dle stejné úvahy jako v p°edchozím p°íklad¥ je po£et dvojciferných £ísel 9 · 10 a
trojciferných, jak uº bylo vypo£ítáno 900, takºe dohromady to d¥lá 9 · 10 + 900 = 990 £ísel
(tomu se zase u£en¥ °íká pravidlo sou£tu).

Tímto úvod do kombinatoriky ukon£íme, protoºe s pomocí pravidla sou£tu a sou£inu
si vysta£íte. Kdo se bude chtít kombinatorikou dále zabývat, jist¥ si na internetu n¥jaké
materíály najde a my se nyní posuneme dop°edu k pravd¥podobnosti.

Stru£n¥ by vzore£ek na pravd¥podobnost vypadal takhle: po£et v²ech moºností, které
vyhovují na²í podmínce d¥leno po£tem v²ech moºností daného jevu. Rad²i sp¥chejme k p°í-
kladu, tam to vysv¥tlíme snad lépe.

P°íklad 4.3. M¥jme dány t°i osudí. V prvním osudí máme 3 bílé kuli£ky a 2 £erné, v
druhém 4 bílé a 1 £ernou a ve t°etím jen 6 bílých. Náhodn¥ sáhneme do jednoho z osudí a
vybereme kuli£ku. Jaká je pravd¥podobnost, ºe bude vybraná kuli£ka bílá?
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�e²ení. Rozd¥lme si nejprve p°íklad na t°i £ásti.

i) Sáhli jsme do prvního osudí. Na²i podmínce vyhovují 3 moºnosti z 5, protoºe práv¥
3 kuli£ky jsou v prvním osudí bílé. Máme tedy pravd¥podobnost 3

5 .

ii) Sáhli jsme do druhého osudí. Zde vyhovují 4 moºnosti z 5. Pravd¥podobnost je tedy
4
5 .

iii) Sáhli jsme do t°etího osudí. Zde v²echny moºnosti vyhovují na²í podmínce, tedy
pravd¥podobnost je 6

6 , neboli 1.

Nyní pouºijeme jiº vý²e zmín¥ná pravidla sou£tu a sou£inu a v²e dáme dohromady. Máme
tedy 1

3 ²anci, ºe sáhneme do prvního osudí a zde je 3
5 ²ance, ºe bude kuli£ka bílá. Stejnou

úvahu m·ºeme provést i se zbylými dv¥ma osudími a dostáváme tak výslednou pravd¥po-
dobnost: 1

3 ·
3
5 + 1

3 ·
4
5 + 1

3 · 1 = 12
15 . Kdyº bychom to cht¥li vyjád°it procentuáln¥, vyjde nám

12
15 · 100 = 80%.

Ale te¤ uº trochu formáln¥ji, za£n¥me základními pojmy:

De�nice 4.1. Náhodným pokusem rozumíme experiment, který za stálých podmínek dává

r·zné výsledky.

Tedy náhodným pokusem m·ºeme rozum¥t nap°íklad hod mincí s výsledky rub a líc.

De�nice 4.2. Mnoºinu v²ech výsledk· náhodného pokusu nazýváme mnoºinou elementár-

ních jev· Ω, jeden konkrétní výsledek pak elementární jev.

V na²em p°ípad¥ s mincí je danou mnoºinou Ω = {rub, líc}.

De�nice 4.3. Náhodným jevem A rozumíme libovolnou podmnoºinu Ω.

A te¤ uº k de�nici tzv. klasické pravd¥podobnosti.

De�nice 4.4. Za p°edpokladu, ºe mnoºina Ω je kone£ná a v²echny elementární jevy jsou

stejn¥ pravd¥podobné, pak pravd¥podobností náhodného jevu A rozumíme: P (A) = |A|
|Ω| (zde

|X| zna£í po£et prvk· mnoºiny X)

Tedy v na²em p°ípad¥ nech´ jev A °íká, ºe padl rub. Tedy A = {rub}, pak |A| = 1
a P (A) = 1

2 . Pokud by jev B byl �padne mi rub nebo líc� , pak je pravd¥podobnost
P (B) = 2

2 = 1.
Opa£ným jevem k jevu A nazveme jev A′ pokud platí A′ = Ω \ A (tedy pokud je

dopl¬kem jevu A v elementárním prostoru) a pro jeho pravd¥podobnost platí: P (A′) =
1− P (A).

Dále by nás mohla zajímat pravd¥podobnost jevu, pokud známe výsledek jevu jiného.
Této pravd¥podobnosti °íkáme podmín¥ná.

Nap°íklad házíme kostkou a zajímá nás, jaká je pravd¥podobnost, ºe padne 6. Tato
pravd¥podobnost je samoz°ejm¥ 1/6. Jaká je ale pravd¥podobnost, ºe padne 6, pokud
víme, ºe padlo sudé £íslo?
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De�nice 4.5. Podmín¥nou pravd¥podobností jevu A za p°edpokladu, ºe známe výsledek

jevu B rozumíme hodnotu P (A|B) danou vzorcem

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B).

Pravd¥podobnost 6 za p°edpokladu, ºe padlo sudé £íslo je tedy 1/6
1
2

= 1
3 .

Jevy A, B se nazývají nezávislé, pokud platí, ºe P (A|B) = P (A), tedy informace o
jevu A se mi prozrazením jevu B nezm¥ní. Dosazením do vzorce pro podmín¥nou pravd¥-
podobnost dostáváme: P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Typickým p°íkladem na nezávislé jevy a jejich pravd¥podobnost jsou dva st°elci. Jeden
z nich má pravd¥podobnost, ºe sest°elí cíl 0,8; druhý 0,9. Protoºe se vzájemn¥ v·bec
neovliv¬ují, tak pravd¥podobnost, ºe oba sest°elí cíl je 0, 8 · 0, 9 = 0, 72.

De�nice 4.6. Nech´ máme jevy B1, B2, . . . , Bn a to takové, ºe jsou po dvou neslu£itelné,

tedy pro v²echny i 6= j ≤ n platí Bi ∩ Bj = {}. Pak vzorcem pro úplnou pravd¥podobnost

jevu A rozumíme rovnici

P (A) = P (A|B1) · P (B1) + P (A|B2) · P (B2) + . . . + P (A|Bn) · P (Bn).

Vzorec pro úplnou pravd¥podobnost nám tedy ur£uje vztah mezi celkovou pravd¥po-
dobností jevu a podmín¥nými pravd¥podobnostmi jevu za v²ech moºných okolností, které
mohou nastat.

Nap°íklad na jev A, ºe nám padla 1 nebo 2, se m·ºeme dívat jako na pravd¥podobnost
jevu A za p°edpokladu, ºe padlo sudé £íslo (B1) a pravd¥podobnost jevu A za p°edpokladu,
ºe padlo £íslo liché (B2). Dostáváme tedy: P (A) = P (A|B1) · P (B1) + P (A|B2) · P (B2) =
1
3 ·

1
2 + 1

3 ·
1
2 = 1

3 .
Na konec vám je²t¥ ukáºeme Bayes·v vzorec, který ur£uje pravd¥podobnost okolnosti,

pokud víme jaký výsledek nastal:

P (B1|A) =
P (A|B1) · P (B1)

P (A|B1) · P (B1) + P (A|B2) · P (B2) + . . . + P (A|Bn) · P (Bn)

. Jak jsme na na n¥j p°i²li? Pom¥rn¥ jednodu²e: uº víme, ºe P (B1|A) = P (A∩B1)
P (A) z de�nice

podmín¥né pravd¥podobnosti. P°itom P (A∩B) umíme z té stejné de�nice vyjád°it i jako
P (A|B)·P (B) a dosazením vzorce pro úplnou pravd¥podobnost jevu A dostáváme Bayes·v
vzorec.

Ukaºme si nyní vzorový p°íklad.

P°íklad 4.4. Zbyn¥k se v£era vrátil neobvykle pozd¥ dom·. Vrátil se v opravdu výborné
nálad¥. Z toho, jak Zby¬ka známe, m·ºeme °íct, ºe pravd¥podobnost toho, ºe se vrátí s
dobrou náladou z BRKOSího srazu je 0,6; pravd¥podobnost, ºe se vrátí s dobrou náladou z
konzultace se svým vedoucím diplomky je 0,1 a pravd¥podobnost toho, ºe se vrátí s dobrou
náladou ze srazu s bývalými spoluºáky je 0,3. Pravd¥podobnost, ºe jde Zbyn¥k na BRKOSí
sraz je 1

2 , pravd¥podobnost, ºe jde k vedoucímu je 1
3 a pravd¥podobnost, ºe jde na sraz se

spoluºáky je 1
6 . Jaká je pravd¥podobnost toho, ºe byl v£era BRKOSí sraz, jestliºe víme, ºe

m¥l Zbyn¥k dobrou náladu?
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�e²ení. Ozna£me si nejprve jev A � Zbyn¥k má dobrou náladu. Dále postupn¥ jevy B1,
B2, B3 ºe byl v£era na BRKOSím srazu, na konzultaci a na srazu se spoluºáky. Nyní si
m·ºeme vypsat pravd¥podobnosti ze zadání.

P (A|B1) = 0, 6

P (A|B2) = 0, 1

P (A|B3) = 0, 3

P (B1) =
1

2

P (B2) =
1

3

P (B3) =
1

6

Zadání se nás ptá na P (B1|A), takºe nyní si údaje rozepí²eme do Bayesova vzorce.

P (B1|A) = P (A|B1)·P (B1)
P (A|B1)·P (B1)+P (A|B2)·P (B2)+P (A|B3)·P (B3) =

0,6· 1
2

0,6· 1
2

+0,1· 1
3

+0,3·1/6
= 0, 78

Tato pravd¥podobnost vyjád°ená v procentech je p°ibliºn¥ 78%.

Doufáme, ºe vám uvedené p°íklady pomohou se poprat se £tvrtou sérií.
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