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Pomocný text

Rovnice

3.1 Rovnice

Rovnice s jednou nebo více neznámými hrají v matematice i v praktickém ºivot¥
velmi d·leºitou roli. Pojem rovnice je dost obecný a zahrnuje pod sebe lineární a kva-
dratické rovnice, které kaºdý zná ze základní ²koly. Obtíºn¥j²ími úlohami jsou rovnice
vy²²ích °ád· (kubické a vy²²í), goniometrické, mocninné, logaritmické, exponenciální,. . .

P°i matematických výpo£tech nemusíme °e²it jen jednu rovnici, ale úloha m·ºe ob-
sahovat systém více rovnic. Nap°íklad v 80. letech minulého století zajímala Stephena
Heppe vít¥zná strategie ve stolní h°e Monopoly. Zajímalo ho, jaký majetek z Mono-
poly má v¥t²í stupe¬ návratnosti z kaºdého investovaného dolaru neº jiný. Jeho systém
obsahoval 123 lineárních rovnic se 123 neznámými a poda°ilo se mu proniknout do to-
hoto systému jen pomocí po£íta£e, který m¥l na²t¥stí dostupný. K £emu dosp¥l a co
v²e lze spo£ítat p°i hledání vít¥zné strategie ve h°e Monopoly, lze najít v £lánku Matrix

Mathematics: How to Win at Monopoly (1985, Science Digest) od Dr. Cryptona.
V na²em povídání se omezíme pouze na základní informace o kvadratických a ku-

bických rovnicích, goniometrických rovnicích a soustavách rovnic.

3.2 Rovnice vy²²ích °ád·

Kvadratickou rovnici tvaru

ax2 + bx+ c = 0,

kde a, b, c ∈ R, a 6= 0, umí pomocí diskriminantuD vy°e²it prakticky kaºdý. Tato rovnice
m·ºe mít 0, 1 nebo 2 ko°eny. Pro zopakování uve¤me vztah pro diskriminant a ko°eny
kvadratické rovnice:

D = b2 − 4ac, x1,2 =
−b±

√
D

2a
.

Pokud kvadratickou rovnici vyd¥líme vedoucím koe�cientem a, obdrºíme normova-
nou rovnici x2+ px+ q = 0, kde p, q ∈ R. Jestliºe má tato rovnice dv¥ (ne nutn¥ r·zná)
°e²ení x1 a x2, pak platí x2 + px+ q = (x− x1)(x− x2). Roznásobením pravé strany a
porovnáním s levou obdrºíme tzv. Viètovy vztahy

x1 + x2 = −p x1x2 = q.
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Tyto vztahy se hlavn¥ vyuºívají v p°íkladech, ve kterých po£ítáme s kvadratickou rov-
nicí a jejími ko°eny, ale nepot°ebujeme jejich p°ímé vyjád°ení.

P°íklad 3.1. Je dána kvadratická rovnice 1
9x

2 − 3x + 20 = 0. Aniº byste po£ítali její
ko°eny, napi²te kvadratickou rovnici, jejímiº ko°eny jsou p°evrácené hodnoty ko°en·
dané rovnice.

�e²ení. Rovnici p°evedeme do normovaného tvaru x2 − 27x+ 180 = 0. Pomocí Vièto-
vých vztah· dostáváme

x1 + x2 = 27 x1x2 = 180.

Pro nové ko°eny x∗1 =
1
x1
, x∗2 =

1
x2

pak platí

x∗1 + x∗2 =
1

x1
+

1

x2
=
x2 + x1
x1x2

=
27

180
= −p∗,

x∗1x
∗
2 =

1

x1
· 1
x2

=
1

180
= q∗.

Vypo£ítané hodnoty dosadíme do rovnice x2 + p∗x + q∗ = 0 a po úprav¥ dostaneme
hledanou rovnici 180x2 − 27x+ 1 = 0.

Viètovy vztahy pro kubickou rovnici

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− x1)(x− x2)(x− x3) = 0,

a, b, c, d ∈ R, a 6= 0, s ko°eny x1, x2 a x3 jsou tvaru

x1 + x2 + x3 = −
b

a
,

x1x2 + x2x3 + x1x3 =
c

a
,

x1x2x3 = −
d

a
.

Ty rovnice jsou p¥kn¥ pravidelné, ºe? Uº tu²íte, jak by vypadal obecný p°edpis pro
rovnici n-tého stupn¥?

3.3 Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice nejsou zrovna nejleh£í kapitolou. Pro pochopení následujících
p°íklad· je dobré v¥d¥t n¥co o goniometrických funkcích a vztazích mezi nimi, základ-
ních goniometrických rovnicích a samoz°ejm¥ musíte um¥t nahradit kaºdý prvek této
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°ady p°íslu²nými reálnými hodnotami: sin 360◦, cosπ, sin π
2 , tg 30

◦. Základní informace
o goniometrických funkcích, vztazích mezi funkcemi a uprav¥ výraz· naleznete v lo¬-
ském povídání http://brkos.math.muni.cz/files/povidani/povidani173.pdf.

Goniometrickými rovnicemi rozumíme takové rovnice, kde se vyskytují goniomet-
rické funkce neznámého argumentu (sinus, kosinus, tangens nebo kotangens). Vzhle-
dem k periodi£nosti goniometrických funkcí m·ºe mít goniometrická rovnice nekone£n¥
mnoho ko°en·. Kaºdý ko°en goniometrické rovnice, pro který platí 0 ≤ x ≤ 2π, nazý-
váme základním ko°enem této rovnice.

Jako základní goniometrické rovnice lze povaºovat rovnice typu cosx = −0, 5.
Tuto rovnici uº nelze více upravit a v¥t²ina si uº pov²imla, ºe ji není t¥ºké vy°e²it.
Spl¬ují ji v²echna x1 = 120◦ + k · 360◦ a x2 = 240◦ + k · 360◦, kde k ∈ Z (nesmíme
zapomenout na periodi£nost funkce). Pokud vám to stále nedo²lo, pomozte si jednotko-
vou kruºnicí na obrázku níºe. Do tohoto základního tvaru se snaºíme upravit jakoukoliv
goniometrickou rovnici pomocí substituce, goniometrických vzorc· a jiných úprav.

P°íklad 3.2. Vy°e²te goniometrickou rovnici: sin 4x = sin 2x.

�e²ení. Rovnici se budeme snaºit upravit do základního tvaru, abychom následn¥ ur£ili
neznámou. Nejprve vyuºijeme pro sin 4x vztahu sin 2x = 2 sinx cosx. Pak dostáváme

2 sin 2x cos 2x = sin 2x

sin 2x(2 cos 2x− 1) = 0

Tento sou£in bude nulový, kdyº sin 2x = 0 nebo cos 2x = 1
2 . První rovnice bude

spln¥na pro 2x = 0 + kπ, tj. x = k π2 , kde k ∈ Z. Druhá rovnice bude spln¥na pro
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2x = ±π
3 + 2kπ, tj. x = ±π

6 + kπ, kde k ∈ Z. �e²ení rovnice:

K =
⋃
k∈Z

{
k
π

2
,±π

6
+ kπ

}
.

3.4 Soustavy rovnic s více neznámými

O soustavách lineárních rovnic jste ve ²kole ur£it¥ sly²eli. Hned vás napadly r·zné
metody jejich °e²ení: s£ítací, dosazovací, gra�cká. Moºná jste uº p°i °e²ení zkou²eli i ma-
tice nebo determinanty. Pokud ale °e²íme soustavy rovnic nelineárních, uº musíme p°i
°e²ení pouºít trochu kreativity a cviku. Snaºit se rovnici n¥jak upravit ekvivalentními
úpravami, aby ²la dosadit do druhé. Pom·ºe také odhadnout pomocí r·zných vzorc·
jakých hodnot m·ºe asi neznámá nabývat a zda v·bec má rovnice °e²ení. Zkusme si to
ukázat spí²e na p°íkladu.

P°íklad 3.3. Najd¥te v²echna kladná celá £ísla, která jsou °e²ením následující soustavy
rovnic:

mm+n = n12,

nm+n = m3.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe existuje prvo£íslo p, které d¥lí celé £íslo n. Z první rovnice
pak plyne, ºe musí p d¥lit také £íslo m. Dále p°edpokládejme, ºe pa je nejvy²²í mocnina
p, která d¥lí m. Obdobn¥ pb je nejvy²²í mocnina d¥lící n. Poté dostáváme

a(m+ n) = 12b,

b(m+ n) = 3a.

Odtud snadno odvodíme, ºe

36b = 3a(m+ n) = b(m+ n)2,

a proto dostáváme m+n = 6 a a = 2b. Toto spl¬uje jediná dvojice £ísel: (m,n) = (4, 2).

Te¤ se vrhn¥te na °e²ení série. V¥°íme, ºe ji budete mít vy°e²enou raz dva.
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