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Pomocny text

GEOMETRIE

Toto kratké tvodn{ povidani nen{ nutné k vyfeSen{ tiloh v sérii. Nabizi pouze trochu
oméacky okolo a podava lepsi vhled do tématu.

Fuklidovska konstrukce

Standardni konstrukéni tdlohy se zabyvaji konstrukcemi pomoci pravitka a kruzZitka.
Pravitko uvazujeme bez métitka ¢i rysky, tedy pouze nastroj, co umi propojit dva body
libovolné dlouhou tseckou. Jiz starovéci matematikové narazili na t¥i zajimavé konstrukéni
problémy, které neuméli vytesit:

Zdvojeni krychle. Je mozné zkonstruovat délku hrany krychle, jejiz objem je dvojnésob-
kem dané krychle? Ekvivalenté lze problém formulovat takto: Lze zkonstruovat tieti
odmocninu ze zadané délky?

Trisekce tihlu. Je mozné rozdélit dhel na tii stejné casti?

Kvadratura kruhu. Je moZné zkonstruovat ¢tverec o stejném obsahu jako ma zadany
kruh?

Diive ¢ pozdéji se ukazalo, 7e odpovéd na v8echny tyto t¥i otazky je negativni. Bylo
tedy jasné, Ze tyto standardni konstrukce nejsou vSemocné. Vyvstavaji proto nové otazky:
Existuje n&jaka konstrukéni metoda, kterd nam dovoli tyto problémy vyfesit? Co vlastné
dokazeme jenom pomoci kruzitka ¢ jenom pomoci pravitka?

Konstrukce pomoci kruzitka

V 17. stoleti matematik Mohr dokéizal, Ze pravitko je vlastné naprosto pFebytecné:

Véta 0.1 (Mohr—Mascheroni). Vsechny konstrukce mozné pomoci pravitka a kruZitka lze
provést pouze pomoci kruzitka.

Dikaz lze provést rozborem nékolika standardnich konstrukei. O kazdé se nejprve ukéze,
7e lze provést pouze pomoci kruzitka, a poté se dokaze, ze pomoci téchto konstrukei umime
pravitko kruzitkem plné nahradit.

Konstrukce pomoci pravitka

Zde je situace horsi nez v pfedchozim piipadé. Pouze pomoci pravitka napiiklad nelze
zkonstruovat druhou odmocninu ze zadané délky ¢i stied dané kruznice. Podle néasledujici
véty vSak situace neni beznadéjna.
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Véta 0.2 (Poncelet-Steiner). Vsechny konstrukce mozné pomoci pravitka a kruZitka lze
provést pouze pomoci pravitka, je-li v roviné ddna jedna kruZnice a jeji stied.

Po vyreSeni tfeti ulohy budete také védét, ze také postaduji dvé protinajici se kruznice
(bez stiedu).

Piehybani papiru

Ptedchozi pripady byly o konstrukcich s omezenymi prostiedky. Na zminéné t¥i sta-
roveéké problémy nam tedy ur¢ité nepomohou. Zajimavou rozsifujici technikou je ohybani
papiru, podobné jako pfi origami. Pfehybaci konstrukce jsou zaloZeny na nasledujicich Sesti
axiomech(Huzita—Hatoriho aziomy), které fikaji, co s papirem umime dobie provadét.

Mame-li dany body A, B, umime udélat piehyb, ktery jimi prochéazi.
Mame-li dany body A, B, umime udélat piehyb, ktery pfehne bod A na B.
Méme-li dany dvé primky p, ¢, umime udélat pfehyb, ktery pfehne primku p na gq.

=W o=

Maéame-li danou pfimku p a bod A, umime udé&lat pfehyb kolmy na piimku p, ktery

prochézi bodem A.

5. Mame-li danou p¥imku p a body A, B, umime udélat pFehyb, ktery prochazi bodem
A a bod B piehne na piimku p.

6. Mame-li dvé pfimky p, ¢ a body A, B, umime udélat pFehyb, ktery pfehne bod A na

p a bod B na gq.

Vsechny piehyby z axiom@ 1-5 lze snadno zkonstruovat pomoci kruzitka a pravitka.
V8echny prehybaci konstrukce vyuzivajici pouze tyto axiomy lze tedy zkonstruovat i stan-
dardnim zptisobem. Naopak ale existuji euklidovské konstrukce, které pomoci téchto piehy-
bacich axiomu nesestrojime. Prvnich pét axiomu je tedy konstrukéné slabsich nez kruzitko
a pravitko.

Ptehyb z axiomu 6 lze p¥i trose Sikovnosti s papirem snadno zvladnout, ale zkonstruovat
ho standardni metodou se ndm nepovede. Ve skutecnosti Sesty axiom vyrazné rozsifuje nase
konstrukéni schopnosti. Nejen, ze s nim dovedeme napiehybat vSe, co lze zkonstruovat
pravitkem a kruzitkem, ale i néco navic. Ve ¢tvrté tloze je popsana prehybaci konstrukce
vyuzivajici Sestého axiomu a Vasim tikolem je ukazat, Ze tato konstrukce fesi illohu zdvojent
krychle. P¥ehybanim umime také roztietit thel, kvadraturu kruhu vsak stale nezvladneme.
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Motivaéni iloha

Jesté nez se vrhnete na zadani, pojdte si s nami projit komentované fegeni jedné stiedné
néro¢né ulohy. Znalost feSeni pak jisté zuzitkujete i v jedné tloze ze zadani.

Priklad 0.1 (Motiva¢ni). V bodé jsou dany dva body A a B. Pouze pomoci kruzitka
naleznéte stfed této tsecky.

VEimnéme si, Zze kdyZz méame zadany dva body a k dispozici pouze kruzitko, neni to-
lik konstrukcei, které muzeme ihned provést (opomeneme-li ,narysovat z ndhodného bodu
kruznici o ndhodném poloméru®, coz k feseni pravdépodobné nepovede). Tak t¥eba doki-
zeme vynést dvé kruznice o poloméru |AB| se stfedy A a B. Uvidime, Ze to neni $patny
nipad a tyto kruznice budou dvéma ze sedmi potfebnych kruznic k vyfefeni ulohy. Na
obrazku jsou oznaceny jako k1 a ko.

Nyni nastiiime ideu feSeni. Hodilo by se nam umét zkonstruovat kruznici, kterd prochézi
hledanym stfedem usectky (vlastné alesponn dvé takové kruznice). Prisecik P} kruznic kg
a ko lezi na ose usecky AB. To znamend, ze vzdalenost z néj do A je stejna jako do B.
Jinymi slovy kdyZ narysujeme kruznici z bodu P; o poloméru |AP;|, bude tato kruznice
prochazet bodem B. Co kdybychom ale byli schopni nalézt bod na ose tsetky AS (kde S
je hledany stied AB)? Potom by stacilo zabodnout kruzitko do tohoto bodu a vytvofit
kruznici prochazejici bodem A. Na této kruznici bude lezet hledany stied S. Toto je spravna
tvaha a jedna ze spravnych cest k fegeni.

Nejprve nalezneme bod C' takovy, Ze B je stfed usecky AC. Tato konstrukee je celkem
jednoduché a muzete ji rozmyslet sami (nebo odkoukat z obrazku). Z bodu C narysujeme
kruznici o poloméru |AC| (tedy dvojnasobku |AB|). Tato kruznice ks se protne s ki v
bodech @1 a Q2. Tyto body lezi na ose AS (dikaz, ktery by spravné feSeni urcité mélo
obsahovat, rozmyslete). Nyni uz nenf tézké pomoci dvou kruznic, v obréazku nepojmenova-
nych, najit bod S a je hotovo.
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