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Pomocný text

Pravda a leº

V sérii s názvem Pravda a leº se budeme v¥novat výrokové logice, budeme se tedy bavit
o výrocích a o tom, jak n¥které výroky vyplývají z jiných. Poj¤me si nejprve samotný
pojem �výrok� trochu up°esnit.

Výrokem je kaºdé tvrzení, o jehoº pravdivosti má smysl uvaºovat. Jinými slovy, kaº-
dému výroku lze p°i°adit pravdivostní hodnotu � bu¤ 0 (leº), nebo 1 (pravda).

P°íklady výrok·:

• Pr²í.

• Jdu do ²koly.

• 2 + 2 = 5

Naopak výroky nejsou: �Pr²í?� , �Cho¤ do ²koly!� , �x+ 2 = 5� .

Operace s výroky

Vý²e uvedené výroky byly tvo°eny jednoduchými v¥tami. Sloºit¥j²í výroky z nich je
moºné vytvá°et pomocí negace a logických spojek, coº odpovídá skládání v¥t do souv¥tí.
Negace vºdy m¥ní pravdivostní hodnotu výroku. V £e²tin¥ odpovídá p°ipojení v¥ty �Není
pravda, ºe. . . � . Negace vý²e uvedených výrok· jsou pak

• Není pravda, ºe pr²í.

• Nejdu do ²koly.

• 2 + 2 6= 5

V dal²ím textu nás nebudou zajímat konkrétní výroky, ale jejich obecn¥j²í vlastnosti. Vý-
roky proto nahradíme prom¥nnými (A, B,. . . ). Negaci budeme zna£it symbolem ¬, tedy
negaci výroku A zapisujeme ¬A. Výrok ¬(¬A) je dvojitou negací výroku A a má proto
vºdy stejnou pravdivostní hodnotu jako A.

Nej£ast¥ji pouºívané logické spojky jsou konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence
� kaºdá z nich spojuje dva výroky do jednoho (takovým spojkám se °íká binární). Význam
t¥chto spojek a b¥ºn¥ pouºívaná symbolika jsou uvedeny níºe:

• A ∧B � konjunkce (význam �platí A a sou£asn¥ B �)

• A ∨B � disjunkce (význam �platí A nebo B �)
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• A⇒ B � implikace (význam �pokud platí A, platí také B �)

• A⇔ B � implikace (význam �A platí práv¥ tehdy, kdyº platí i B �)

Konjunkce je pravdivá, pokud jsou oba výroky A, B pravdivé. Disjunkce je pravdivá, pokud
je pravdivý alespo¬ jeden z výrok· (proto také vý²e uvádíme spojku �nebo� bez £árky;
významu �platí bu¤ A, nebo B � by odpovídala tzv. exkluzivní disjunkce, o které se tu
dále zmi¬ovat nebudeme). K tomu, aby platila implikace, je t°eba, aby bylo B pravdivé
nebo A nepravdivé. Nap°íklad v¥ta �Pokud je sníh b¥ºn¥ zelený, je sníh b¥ºn¥ £ervený.� je
pravdivá. Ekvivalence je pravdivá, pokud jsou oba výroky A,B pravdivé, nebo pokud jsou
oba nepravdivé.

P°i ur£ování pravdivostní hodnoty sloºených výrok· pomocí pravdivostních hodnot
výrok· díl£ích nám pom·ºe tabulka:

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

V levých sloupcích se nachází pravdivostní hodnoty výrok· A a B, kaºdý °ádek odpovídá
jedné kombinaci jejich pravdivostních hodnot. V dal²ích sloupcích jsou odpovídající prav-
divostní hodnoty sloºených výrok· uvedených v záhlavích sloupc·. K tabulce bychom si
snadno mohli domyslet dal²í sloupec jiným uspo°ádáním nul a jedni£ek � získali bychom
tak dal²í logickou spojku. Jak snadno rozmyslíme, celkem je binárních logických spojek
24 = 16. Krom binárních logických spojek ale máme i spojky které z n výrok· d¥lají jeden
� pro takové spojky by tabulka musela mít 2n °ádk· a mohli bychom vytvo°it 22

n
r·zných

n-árních spojek.
Pro negování sloºených výrok· platí následující:

¬(A ∧B)⇔ (¬A ∨ ¬B)

¬(A ∨B)⇔ (¬A ∧ ¬B)

¬(A⇒ B)⇔ (A ∧ ¬B)

¬(A⇔ B)⇔ ((A ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧B))

Tato tvrzení se dají se snadno odvodit pomocí tabulky; první dv¥ z nich v literatu°e
nazývají De Morganova pravidla.Dal²ím uºite£ným vztahem je

((A⇒ B) ∧ (B ⇒ C))⇒ (A⇒ C). (1)

Úplné systémy logických spojek

M·ºeme si v²imnout, ºe výrok A ⇒ B lze zapsat jako ¬A ∨ B a výrok A ⇔ B jako
(¬A ∨B) ∧ (¬B ∨ A). Nabízí se otázka, zda kaºdou logickou spojku lze zapsat pomocí ¬,
∨ a ∧. Dále dokáºeme, ºe tomu tak je.
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Uvaºme pravdivostní tabulku n¥jaké logické spojky h(A1, A2, . . . , An).
Pro kaºdý °ádek, v n¥mº je h(A1, . . . , An) = 1 umíme pomocí konjunkcí a negací vyrobit

výrok, který je pravdivý pro tento °ádek a nepravdivý pro v²echny ostatní (vezmeme
konjunkci v²ech prom¥nných, které mají na daném °ádku hodnotu 1 a dal²ími konjunkcemi
k nim p°ipojíme negace prom¥nných, které mají hodnotu 0). Takto vzniklým výrok·m
budeme °íkat klauzule. Pak sta£í v²echny tyto klauzule posbírat a spojit disjunkcemi (výrok
h(A,B,C) je pravdivý, pokud je alespo¬ jedna klauzule pravdivá).

Pro konkrétní spojku h(A,B,C) danou tabulkou

A B C h(A,B,C)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

byhom tímto algoritmem dostali ekvivalentní výrok ((¬A∧¬B ∧C)∨ (¬A∧B ∧C)∨ (A∧
B ∧ ¬C)). Tento výrok nazýváme normální disjunktivní formou výroku h(A,B,C).

Protoºe jsme ukázali, ºe pomocí ¬,∨ a ∧ lze vytvo°it jakoukoliv spojku, °íkáme, ºe
{¬,∨,∧} je úplný systém logických spojek. Úplným systémem je také nap°íklad {¬,⇒}
a dokonce existují i jednoprvkové úplné systémy.

D·kazy

Základním stavebním kamenem moderní matematiky je d·kaz. D·kaz je posloupnost
logických krok·, v nichº se z p°edpokladu (A) snaºíme vyvodit záv¥r (Z), dokazujeme tedy
platnost implikace A⇒ Z. Existují t°i typy d·kaz·:

P°ímý d·kaz najdeme posloupnost implikací A ⇒ B, B ⇒ C, . . .Y ⇒ Z, z nichº
kaºdá se opírá o n¥jaké známé tvrzení. Pokud jsou v²echny tyto implikace pravdivé,
opakovaným uºitím (??) dostáváme platnost implikace A⇒ Z.

Nep°ímý d·kaz najdeme posloupnost implikací ¬Z ⇒ ¬Y , . . . , ¬B ⇒ ¬A. Protoºe je
¬B ⇒ ¬A ekvivalentní s A⇒ B, je tento zp·sob jen obm¥nou zp·sobu p°edchozího.

D·kaz sporem najdeme posloupnost implikací A ∧ ¬Z ⇒ B, B ⇒ C, . . .Y ⇒ ζ, kde ζ
je výrok, který není nikdy pravdivý. Máme tak (A∧¬Z)⇒ ζ, coº m·ºe být spln¥no
pouze pokud neplatí A∧¬Z. Dle De Morganových pravidel pak platí ¬A∨Z, neboli
A⇒ Z; proto i tento zp·sob je ekvivalentní s prvním.

Tolik teorie k d·kaz·m. K °e²ení (nejen) prvních dvou sérií se vám budou d·kazy hodit �
pokud °e²íte ná² seminá° poprvé, doporu£ujeme si projít °e²ení úloh z minulých ro£ník·
na na²em webu, abyste si ud¥lali bliº²í p°edstavu, jak po°ádný d·kaz vypadá.
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