XVII. ro¢nik BRKOS 2010/2011

Pomocny text

INVARIANTY

Invarianty — o co jde

Slovo invariant muzeme pielozit do ¢eStiny jako ,nemének®, je to tedy néco, co se
neméni. Typické zadani dlohy, ve které muzeme invariant pouzit, vétsinou obsahuje
néjaky zaCatecni stav a operaci, kterou s nim mizeme udélat. Ukolem pak byva
zjistit, do jakych stavi se pomoci této operace miiZzeme ¢i nemutzeme dostat.

Metoda pouziti invariantu spoc¢ivid v tom, Ze najdeme néjakou vlastnost stavi,
kterou dana operace zachovava. Pokud mé tuto vlastnost pocatecni stav, budou ji
mit vSechny dosaZzitelné stavy. Metoda je tedy vhodna pro dokazani, Ze néjakého
stavu nelze dosdhnout. UkaZzme si to na prikladu:

Piiklad 5.1. M&me mnozinu ¢isel {3,4,12}. V kazdém kroku z ni vezmeme né&jaka
dvé ¢isla a, b a nahradime je ¢isly 0.8a + 0.6b, 0.6a — 0.8b. Je mozné opakovanim této
operace ziskat mnozinu {4, 6, 12}7

Uvazujme soucet druhych mocnin ¢isel v mnoziné a sledujme, co s nim provede
dana operace.

(0.8a 4 0.6b)2 + (0.6a — 0.8b)% 4 % =
= 0.64a?% + 0.48ab + 0.36b% 4 0.36a% — 0.48ab + 0.64b% + 2 = a? + b> + 2

Operace tedy nezméni soucet druhych mocnin. Z mnoziny {3,4, 12} proto nemiZeme
pfejit na zadnou mnozinu, jejiz soucet druhych mocnin neni 3% + 4% + 122 = 169.
Jelikoz 4% + 62 + 122 = 196, odpovéd znf ne.

Nasleduje nékolik prikladt, co 1ze napriklad povaZzovat za invariant:
e Parita ¢fsla je invariantni pfi nédsobeni lichym ¢&islem.

e Ciferny soucet. Pti operaci ciferného souctu ztstava stejny zbytek po déleni 9.
7 tohoto invariantu vychézi kritérium pro délitelnost 9, které jisté znate.

e Mocnost bodu ke kruznici. M&me v roviné kruznici k£ a bod A. Vedme bodem
A pifmku p, ktera protind kruznici £ v bodech P, Q. Pak soucin |[AP| - |AQ)|
nezavisi na volbé primky.

e Eulerova formule. Mé&jme rovinny graf s v vrcholy, e hranami a f sténami. Pak
plati v + f = e + 2.
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V poslednich dvou piikladech neni Zadnéa transformace stavu. Jednéa se ale o hod-
notu, kterd je nezavisla na volbé pfimek, resp. struktury grafu, procez si rozhodné
zaslouzi oznaden{ ,invariant®.

Monovarianty

To, ze operace opravdu zachoviva néjakou hodnotu, je spiSe ojedinély jev. Casto
tedy pfi hledani invariantu budeme netspésni. Nastésti neni tFeba se omezovat jen
na hodnoty, které se neméni. Mnoho nam prozradi i hodnoty, které se méni néjak
pravidelné.

Myslenka monovariantu je zobecnéni invariantd — hledame hodnoty, které operace
mén{ monoténné. Pokud napf. najdeme ohodnoceni stavii, které pfi operaci neroste,
dokéZzeme tim nedosazitelnost stavi s vys$sim ohodnocenim nez mél pocatecni stav.
Pokud se nam povede nalézt ohodnoceni, které vzdy klesa alespon o néjaké ¢islo
e > 0, pocatecni stav necht mé ohodnoceni ag, cilovy a1 < ag, mizeme tvrdit, ze se
do cilového stavu dostaneme nejvyse po “¢—** krocich. Podobnych pouZiti je mnohem
vic, zalezi co tloha vyzaduje.

Ukazme si pouziti na ilustra¢nim piikladu:

Priklad 5.2. Mé&jme ¢tvercovou tabulku n x n, jejiz nékterd pole jsou na zacatku
vybarvena ¢erné. V kazdém kroku vybereme bilé policko, které ma alesponi 2 ¢erné
sousedy (hranou) a zafernime ho. Dokazte, ze pokud je na zacatku n — 1 Cernych
poli, neni mozné, aby se po koneéném poctu kroki zacernila cela tabulka.

Dokézat néco takového neni zadné legrace, prestoze to intuitivné je docela jasné.
Sledujme, co se pii zacernéni déje se souétem obvodi Cernych oblasti. Pokud
pole sousedi alespont s dvéma ¢ernymi, nejméné dvé hrany z obvodu ubydou, zatimco
nejvyse dvé pribudou. Soucet obvodu ¢ernych oblasti tedy neroste. Pro n — 1 poli je
na zacatku obvod nejvyse 4(n — 1), zatimco pro celou ¢ernou tabulku by byl 4n, coz
j€e spor.

Invarianty a monovarianty mohou vypadat velmi riznorodé a nema smysl se
zabyvat teorii, jak je hledat. Radéji si je ukdZeme na typickych piikladech.

Piiklady

Priklad 5.3. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2,...,4n. V kazdém kroku si ndhodné
vybereme dvé ¢isla na tabuli, smazeme je a pripiSeme jejich rozdil. Je mozné, aby po
nékolika krocich zbylo na tabuli pouze ¢islo 17

Uloha se tedy vyslovené pta na dosazitelnost néjakého stavu. Zadani tim pifmo
vybizi k vyuzit{ invarianti a napovida, Ze odpovéd bude spis ne. Jediné, co je po-
treba, je podivat se na ¢isla modulo 2. Rozdil lichého a lichého ¢isla, stejné tak jako
sudého a sudého ¢isla, bude vzdy sudy. Naopak rozdil lichého a sudého bude vzdy
lichy. Pocet lichych ¢isel na tabuli se tedy bud nezméni, nebo se zmensi o 2. Zavér
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tedy je, ze parita poc¢tu lichych éisel se neméni. Na zacatku je lichych ¢isel ziejmé
2n, pocet lichych ¢isel tedy vzdy bude sudy. Pokud zbyde na tabuli jediné ¢islo, musi
byt sudé. Invariant 1ze ekvivalentné formulovat i takto: parita souc¢tu ¢isel na tabuli
se neméni.

Priklad 5.4. Henry mé 13 hrusek, 15 jablek a 17 Svestek. Ochotna prodavacka mu
nabidla, Zze mu dva rizné kusy ovoce vymeéni za dva kusy ovoce tfetitho druhu. Je
mozné, aby Henry pomoci nékolika vymeén ziskal 45 kust stejného druhu ovoce?

Zde uz se invariant trochu schoval. Pozorujme, jak se méni rozdil mezi po¢tem
dvou druhti. Pokud vyménujeme tyto dva druhy za tieti, rozdil se neméni. V opa¢ném
piipadé se pocet jednoho druhu o 1 sniZi a pocet druhého o 2 zvysi. Rozdil se tedy
zméni o 3. V8echny tifi vzadjemné rozdily mezi pocéty druht jsou proto invariantni
modulo 3. Pokud by mél na konci 45 druhti jednoho ovoce, musely by byt dva rozdily
délitelné tfemi, coz na zacatku nejsou. Neni to mozné.

Piiklad 5.5. (Conwayovi vojaci)

Henry nasel na ptidé nekone¢né velkou Sachovnici. Rozhodl se, Ze si zahraje cosi
jako damu, ale upravil pravidla tak, aby velkou Sachovnici vyuzil a stacily mu jen
figurky jedné barvy. Povoleny tah je pfeskoc¢it kdmen na sousednim poli, je-li za nim
volno. Tim se preskakujici kdmen presouva a preskakovany umira. Déle si na Sachov-
nici zvolil jednu piimku (hranici mezi poli) a n&jaké své kameny naskladal na jednu
stranu od ni. Nyni se snazi preskikat co nejdale za primku.

Do jaké nejvétsi vzélenosti od pfimky muze v koneéném poctu tahtt Henry doské-
kat, jestlize ma dostatek kamenti a muze je na zacatku polozit na libovolna mista
(na zvolené strané od piimky)?
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Na obrazku vyse jsou nakreslené konfigurace, z nichz se da dostat do vzdalenosti
1,2,3 a 4 od pfimky (sami si zkuste najit posloupnosti tahi, které k tomu vedou).
Néas ale bude zajimat, jak dokazat, ze do vzdalenosti 5 se doskakat neda.

Vyberme si cilové pole ve vzdalenosti 5 a pritadme mu hodnotu 1. Okolnim
¢tyfem polim piifadime a, okolnim okolnich a? atd. Formalné pokud ma tedy cilové
pole soufadnice [z, yo], ohodnotime pole [z,7] ¢islem al*=%ol+v=vol ~Celkové ohod-
noceni, které budeme chtit udélat monovariantni, bude soucet ohodnoceni poli, na
kterych jsou kameny.

Rozeberme nyni mozné tahy:
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e Kladné tahy. Kamen skice smérem k cilovému poli. V tomto pripadé skace
z pole 2" pies "' na "2, Zména ohodnoceni tedy bude a2 —a" ! —
a"2(1—a—a?).

n —

a a

e Neutralni tahy. Kamen si zachova vzdalenost od cilového pole. V takovém pii-
padé skace z a™ pres ™! na a”. Zména ohodnoceni je —a".

e Zaporné tahy. Kamen skace smérem od cilového pole. V téchto piipadech skace
z a™ pres a™! na a"t2. Zména ohodnoceni je proto a"t? — a"t! — o =
a"(a* —a —1).

Diky neutralnim tahiim urcité nedocilime toho, aby ohodnoceni neklesalo. Bu-
deme tedy chtit, aby ohodnoceni nerostlo. a musi byt kladné, takZze hledame FeSeni
soustavy nerovnic

(1—a—ad?)
(a®> —a—1)

VANVAN

Pokud v prvni nerovnici polozime rovnost, kladny kofen bude a = %(1 +/5).
Ziejmé a® —a — 1 < a® +a — 1 = 0, mame tedy FeSeni.

Nyni se jiz mizeme pustit do pocitani, jaké je maximalni poc¢atecni ohodnoceni.
Spoc¢téme ohodnoceni stavu, kdy jsou kameny na vSech polich pod pfimkou. Soucet
prvniho Fadku je

940 54 6
51:a5+2(a6+a7+...):a5+< ¢ >: <a +a)

1—a 1—a

Kazdy prvek v i. fadku je a nasobek odpovidajiciho prvku v (i —1)., takZe pro soucet
i-tého radku plati S; = a.5;_1. Proto

> S a® + af
5—21:5,—1_&—(1_@)2

Snadno nahlédneme, 7e 1 —a = a?, a tedy S = a' 4+ a? = 1.

Diky spréavné volbé a ohodnoceni v pribéhu neroste. Dosazitelné stavy tedy maji
ohodnoceni nejvyse 1. Pokud by kdmen Sel dostat na cilové pole, bylo by ohodnoceni
tohoto stavu alespon 1, muselo by tedy byt pravé 1 a byl by to jediny kdmen na
Sachovnici. V tom piipadé by ale na zacatku musely byt opravdu vSechna pole pod
primkou pokryta. Nekoneéné mnoho kamenit ale v kone¢né mnoha krocich neodstra-
nime. Po kone¢né mnoha krocich tedy nelze doskékat do vzdalenosti 5.

Zavérem si jen pro zajimavost ukazme pfiklad, ktery jste mohli potkat na lofiské
mezinarodni{ matematické olympiadé.

Priklad 5.6. V kaZzdé ze Sesti schranek By, Bs, B3, By, Bs a Bg je na poc¢atku jedna
mince. Se schrankami muZzeme provadét nasledujici dvé operace:
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1. Vybrat neprazdnou schranku B; , kde 1 < j < 5, odebrat z ni jednu minci a
pfidat dvé mince do schranky B; .

2. Vybrat neprazdnou schranku By, , kde 1 < k < 4, odebrat z ni jednu minci a
navzajem vyménit obsahy (pfipadné prazdnych) schranek By a Bio.

Rozhodnéte, zda je mozné pomoci kone¢ného poctu téchto operaci dosahnout toho,
aby schranky B, By, B3, B4y a By byly prazdné a schranka Bg obsahovala pravé
20102010*" minci.

Typicka tloha na invariant, neméate pocit? Druhé operace je opravdu vypecené
a hledani invariantu velmi komplikuje. Po hlubsim zkoumé&ni operaci zjistite, Ze ope-
race néjakym zptisobem pomalu pfesouvaji mince do schranek s vyssimi ¢isly. Lze
tedy usoudit, Ze nebude mozné dostat do Bg libovolné velké mnoZstvi minci. No a
20102010%° je docela velké &islo!, takZe to nejspis nepijde.

JenzZe chyba, mozné to je. Dané mnozstvi minci v posledni schrance ziskat lze,
prestoze libovolné velké mnozstvi mozné neni. P¥isluSny monovariant je ale ponékud
nad ramec tohoto povidani.

To bylo jen na ukazku, Ze pokud dlouho nemtzete najit invariant, ktery by néco
vyloudil, je dobré se zamyslet, jestli to nahodou neni mozné :-)
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