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Pomocny text

KRUHOVA
INVERZE

Co je to kruhova inverze?

Pod pojmem kruhova inverze se rozumi geometrické zobrazeni, jehoz vlastnostem
se nyni budeme vénovat. Necht je dana rovina, v ni leZici bod O, ktery se nazyva
stfed kruhové inverze, a kladné realné ¢islo r, tzv. polomér kruhové inverze. Necht X
je bod rizny od bodu O (samoziejmé bod X patii do roviny, se kterou pracujeme,
v dalsim budeme toto tvrzeni vynechéavat), pak obrazem bodu X v kruhové inverzi
se stifedem O a polomérem r je bod X’ lezici na polopfimce OX takovy, Ze

|0X|-|0X'| =72

Ziejmé takovyto bod je pravé jeden a naSe zobrazeni, které budeme déle oznacovat
f, je korektné definované. Jak takovy bod zkonstruovat uvedeme zavérem teoretické
Casti tohoto povidani.

Jak se di zobrazeni f reprezentovat analyticky?

Zvolime kartézskou soustavu soufadnic tak, aby bod O mél soutadnice [0, 0].
Vezmeme si bod X = [z, y]. Necht jeho obraz X’ ma souradnice [2/,y']. Protoze bod
X' lezi na polopfimce O X, existuje kladné ¢islo k takové, Ze 2’ = kx a iy’ = ky. Dale

plati
|OX| = /22 + y2
OX'| = /a4 47 = k- /T4 = k- |OX].

Jelikoz ma platit
0X]-|0X'| = 1*,

tak po dosazeni dostavame

742

- 22+ y?

Tedy [z,y] se zobrazi na

x-r? y -2

x2_|_y2’x2_|_y2 :
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Vlastnosti kruhové inverze

Dva razné body se zobrazi opét na dva rizné body, tedy nase zobrazeni je prosté.
Ovérte si sami. Kazdy bod X této roviny, kromé bodu O, umime zobrazit na néjaky
bod X’ (také rizny od O). Obrazem bodu X’ je vSak nas ptivodni bod X. Body
X, X" vytvafeji dvojici navzajem inverznich bodi. Proto zobrazeni f je inverzni
samo k sobé, tedy plati

fl=¢
neboli

VX #0: f(f(X)) = X.

Geometrické vlastnosti

Podivame se nyni na obrazy znamych mnozin bodu. Zactneme piimkou, kteréd
prochézi stfedem inverze O. Kazdy bod X této pfimky rizny od bodu O se zobrazi
do bodu této primky a také je vzorem néjakého bodu z této primky. Proto je tato
piimka v kruhové inverzi samodruZné.

Zobrazeni primek

Co se stane s pfimkou p, ktera neprochazi bodem O?7 Necht M je pata kolmice
z bodu O na piimku p a necht A je bod pifimky p rtzny od bodu M. Podivame se
na body A’, M’. Z definice inverze vime, Ze plati

|OM]| - |OM'| = > = |OA| - |04,

odtud |OM| : |OA'| = |OA] : |OM'|, trojuhelniky MOA a A’OM jsou tudiz podobné
podle véty sus, proto velikost thlu OA’M’ je stejna jako |[LOMA| = 90°. Bod A’
tak lezi na Thaletové kruznici nad prumérem OM’. Tato tvaha plati pro vSechny
body

Aep\{M}.

Navic obracenim nasi ivahy umime dokézat, Ze kazdy bod kruZnice nad primérem
OM' (kromé bodu O), je obrazem néjakého bodu z piimky p, tedy obrazem primky
neprochazejici bodem O je kruZnice prochéazejici bodem O. Pro kazdou mnozinu bodu
M plati

f(f(M)) =M.

Tedy vime i to, Ze obrazem kruZnice prochézejici bodem O je piimka neprochézejici
bodem O. UkadZeme si i analyticky ditkaz. Necht p je pfimka neprochézejici bodem
O. Soustavu souradnic si muZeme zvolit tak, Ze O bude poc¢atkem a pfimka p bude
kolma na osu x. Tedy p ma rovnici x = m pro néjaké kladné ¢islo m. Misto obrazu
této pfimky budeme hledat jeji vzor v té stejné inverzi. Uz dfive jsme si ukézali,
%e vzor mnoziny neobsahujici bod O je obrazem té stejné mnoziny v dané inverzi
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bodi neobsahujici bod O, tedy i pro nasi piimku. Necht A" = [/, ] nalezi p’. Bod
A = (A") ma soufadnice
- 7,2 y/ . 7“2

x/2 + y/2’ 1"2 + y/2

Bod A musi leZet na pfimce p, takze plati

x/_TZ

.',13/2 +y/2 -

7 toho po ekvivalentni tpravé dostaneme

/ 2\ ” 2\
(#=5m) +=(3m)
Jinak fedeno, bod A leZi na kruZnici se stiedem {%,0} a polomérem % Tato
kruZnice prochazi bodem O.

Ted uz tedy umime zobrazit libovolnou pfimku a kruZnici prochézejici stfedem
inverze O.

Rozmysleme si jesté na okraj, jak se chovaji dvé riznobézné piimky neprochazejici
bodem O v zobrazeni f. Jejich prisecik ozna¢me P. Obrazy téchto piimek budou
kruznice. Kolik spole¢nych bodi budou mit tyto kruZznice? Prvnim spole¢nym bude
bod O, dale bod P nalezi obéma primkam, tedy i jeho obraz nélezi obéma kruznicim.
Na druhou stranu, kdyby nase kruznice mély spoleény jesté dalsi bod (rizny od O a
P), tak tento bod musi mit sviij vzor na obou pfimkach. To v8ak neni mozné, protoze
tyto primky mély pouze jeden spole¢ny bod P. Jinak fe¢eno, inverze zachovava pocet
pruseciki (az na bod O).

Zobrazeni kruznic

Specidlnim piipadem je kruznice, kterd ma stfed v bodé O. Konkrétnim piikla-
dem je kruznice k(O,r), ktera se zobrazi sama na sebe. Ostatni kruznice se stfedem
O se zobrazi na vétsi ¢i mensi soustifedné kruznice dle polomért zobrazované kruznice
a r (polomér kruhové inverze).

Vezméme si kruznici, kterd neprochézi bodem O a bod O nenf ani jejim stfedem.
Obrazem bude kruZnice, coz nyni dokédZeme. Necht je ddna kruZnice ! se stfedem S.
Pro jednoduchost predpokladejme, Ze kruznice [ lezi vné kruznice k(O,r). Oznacme
A, B priiseciky poloptimky OS s kruznici I. Body A, B se zobrazi na body A’, B’
lezici uvnitf kruznice k. Vezméme si né€jaky bod M lezici na kruznici I rizny od bodu
A, B. UkaZeme, Ze jeho obraz M’ lezi na Thaletové kruZznici nad priimérem A’B’. To
je ekvivalentni s tim, Ze ithel B’M’A’ je pravy. Oznacme velikost thla ABM, BAM,
MOA po tadé pismeny 3, a, ¢. Bod M lezi na kruznici nad pramérem AB, proto a+
B = 90°. Trojuhelniky OAM a OM’A’ jsou podobné (dikaz jsme uvedli pii rozboru
obrazu primky), proto plati rovnost [{A’M'O| = |[£OAM| = 180° — . Analogickou
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tvahou pro trojihelniky OBM a OM'B’ dostaneme |{B'M'O| = |[{OBM| = (.
Nas vsak zajima velikost tthlu B’M’A’ a ta je nasledujici:

|B'M'A’| = (180° — ) — B = 180° — (a + ) = 90°.
7 definice inverze plati
|OM|-|OM'| = r* = |OB| - |0B/|.

Proto ¢tyriahelnik B'BM M’ je tétivovy. Takze tthel OM’B’ ma velikost 3. A proto
thel M'B’A’” ma velikost ¢ + 3. Zopakovanim této tivahy pro ¢tyriahelnik A’AM M’
dostaneme

|AM'A'O| = |{OMA| = o — o,
kde posledni rovnost je z trojihelniku OAM . Nas vSak zajima velikost tthlu B’ M’ A’
a ta je nasledujici

|4B'M'A'| = 180° — (¢ + 3) — (a — ¢) = 180° — a — 3 = 90°.

Tato uvaha plati pro libovolny bod M. Navic je lehké obracenim tvahy zduvodnit,
ze kazdy bod Thaletovy kruznice nad priimérem B’A’ je obrazem né&jakého bodu
kruZnice [. Dokézali jsme, Ze obrazem kruznice neprochézejici bodem O je kruZnice.

Shrnuti

Uzitim predchozich poznatki a faktu, Ze pocet spole¢nych bodi riznych od bodu
O zustava zachovan, mizeme sestavit nasledujici tabulku obrazi a vzort v inverzi
podle kruZnice k se stfedem O a polomérem r. Jak jsme dfive uvedli, je-li atvar U
obrazem vzoru V, je i V obrazem U, tabulku lze pouzivat obousmeérné.

Obraz Vzor

bod X uvnitf k bod X vné k

bod X na k bod X na k

rovnobézky p, q kruznice p’, ¢’ s bodem dotyku O
ruznobézky p, q kruznice p’, ¢’ protinajici se v O
tena k s bodem dotyku T° kruZnice nad primérem OT

piimka p protinajici k v bodech A, B, | kruznice opsana trojuhelniku ABO
O¢p
kruZnice [ protinajici k v bodech A, B, | kruZnice I’ protinajici k v bodech A, B,
O¢&l ogl

kruznice m dotykajicici se vnitiné k, | kruznice m’ dotykajicici se vné k, O ¢ [
O¢&l

dvojice bodt A, B dvojice bodt A’, B', |A'B'| = 4‘5:”{'1031\8'
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K této tabulce poznamenejme jesté dvé véci:

e KruZnice [ a I’ splynou, pravé kdyz je [ kolmé na k — tedy kdyZ jsou spojnice
bodu A se stiedy kruZznic kolmé.

e Vzorec pro vzdélenost obrazu bodu plyne z toho, Ze trojuhelniky A’B’O a BAO

2

jsou podobné podle véty sus a to s koeficientem podobnosti |‘gj‘9‘| = [OAloB]"

Nyni ke slibované konstrukci bodu. Nejprve zobrazme bod A, ktery je vné k. Bod
A lezi na pfimce AO a na kruznici [ nad pramérem AQO. Obraz bodu A proto lezi na
obrazech téchto dvou dtvari. Prvnim obrazem je sama p¥imka AQO, druhym piimka
I' ktera je spolecnou se¢nou kruznic k a [. Sta¢i proto sestrojit stied S usecky AO,
kruznici (S, |SA|), pruseciky k s | vést primku I’ a bod A’ najit jako prusecik I’
s AO.

Pii zobrazovani bodu A’ lezictho uvniti & budeme postupovat obracené: vytvo-
fime kolmici !’ k piimce A’O prochéazejici bodem A’, jeji pruseciky s k oznacime B, C
a néasledné opiseme trojuhelniku OBC kruznici [. Jejim prisec¢ikem s A’O je hledany
bod A.

Jak se sestrojuji obrazy kruznic a pfimek by mélo byt jasné z vySe uvedeného
textu. Je ale tfeba dat pozor na to, abychom od kruhové inverze necekali vlastnosti,
na které jsme zvykli tfeba u stejnolehlosti. Napiiklad: mé&jme kruZnici [ se stiedem A
a jeji obraz I’ v kruhové inverzi; obraz A’ bodu A ve stejné inverzi pak neni stfedem
I

Priklady

P1i feSeni prikladti pomoci inverze vétSinou neinvertujeme podle néjaké dané
kruZnice, ale vybereme vhodny stied O (vétsinou jeden ze zadanych bodu) a libovolny
polomér k a invertujeme podle kruznice k(O,r). Bod O je dobré volit tak, aby jim
prochézelo co nejvice kruznic a mimo néj prochazelo co nejméné pfimek — v takovém
pripadé ndm inverzi kruznic ubude a pfimek piibude.

RAdi bychom inverzi demonstrovali na tiech piikladech. Prvni dva z nich jsou po-
mérné jednoduché, a tak je mozné, Ze najdete feSeni bez inverze, které vam pripadne
jednodussi.

Priklad 4.1. V roviné jsou dany dvé kruznice k,l s pruseciky A, B. Vezmeme
piimku p prochazejici bodem B, jeji druhy prisecik s kruznici k& oznac¢me C' a jeji
druhy prusecik s kruznici [ ozna¢me D. Dokaite, Ze velikost ihlu C'AD nezévisi na
piimce p.

Reseni. Zajima nés velikost ahlu sevieného pfimkami AC a AD. Obé tyto piimky
prochazi bodem A, navic timto bodem prochézi i obé kruZnice k, [. Zobrazime tedy
celou situaci v inverzi se stfedem A a néjakym polomérem r. Obrazy kruznic k, [
jsou pifmky &/, I’ s prisecikem B’. Obrazem pifmky p je kruznice p’, ktera prochazi
bodem A. Tato kruZnice protina piimku &’ podruhé v bodé C’ a piimku I’ podruhé
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v bod¢ D’. Mame tii moznosti, v jakém poradi mizou na kruznici p’ lezet tyto body:
A, C', B', D' nebo A, B, C', D' anebo A, C’, D', B’. Ve vsech tfech pfipadech je
velikost thlu C”"AD’ rovna velikosti ihlu sevieného pFimkami &, I’ (toho, ve kterém
nelezi bod A). A to je pFesné to, co jsme chtéli dokazat.

Priklad 4.2. V roviné jsou dany tfi shodné kruznice, které prochazi spoleénym
bodem H. Ozna¢me druhé priseciky téchto kruznic po fadé A, B, C. Dokaite, 7ze H
je ortocentrum (prisecik vysek v trojuhelniku) trojahelniku ABC.

Reseni. Bodem H prochazi tii kruznice. Proto je vhodné sestrojit inverzi se stfedem
H, ve které se tyto kruznice zobrazi na piimky. Jak se zméni dokazované tvrzeni?
Pokud nedokazeme toto tvrzeni zformulovat pro situaci, kterd vznikne po zobrazeni,
tak jsme na nespravné cesté. Je jasné, ze staci dokézat kolmost primek AH a BC
(stejnou tvahou ziskdme dukazy ostatnich dvou kolmosti). Obrazem piimky AH
je ona sama, obrazem pifmky BC' je kruznice dédna obloukem B’C’H. Pokud jsou
piimky AH a BC na sebe kolmé, tak stied kruznice B'C'H lezi na piimce A'H
(s tim jsme se stietli pfi dikaze toho, Ze pfimka BC' se zobrazi na kruznici). Plati to
i naopak: pokud stfed kruznice B’C’'H lezi na piimce A'H, tak piimky AH a BC
jsou na sebe kolmé.

Tvrzeni tlohy neplati bez predpokladi, Ze vSechny kruznice maji stejny polo-
mér. Kruznice AHB a AHC jsou shodné pravé tehdy, kdyz jsou osové soumérné
podle primky AH. Jejich obrazem jsou piimky A’B’ a A’C’. Kruhova inverze zacho-
vava osovou soumeérnost podle osy prochézejici stfedem inverze (ovéite si to). Proto
i pfimky A'B’ a A’C’ jsou osové soumérné podle osy A'H (vyuZivame, Ze pifmka
AH prochézi stfedem inverze a je tedy samodruzna). Takze ahly C'A’H a B'A’H
maji stejnou velikost a A’H je osou thlu C'A’B’. Analogicky piimky C'H a B'H
jsou osami uhla v trojuhelniku A’B’C".

Stied kruznice opsané trojuhelniku B'C’H je prisecik osy thlu C’ A’ B’ s kruznici
opsanou trojuhelniku A’B’C’, proto lezi na piimce A’H. (Vyuzili jsme tohoto tvrzent:
necht je dén trojuhelnik ABC se stfedem vepsané kruznice I, pak osa strany AB,
osa thlu ACB a kruZnice opsané trojiuhelniku ABC' se protinaji v jednom bodé.
Tento bod, oznaéme jej S, je stfed kruznice opsané trojihelniku ABI.!) Tim jsme
dokazali tvrzeni tlohy. Jaky byl polomér inverze v naSem feSeni? NezaleZelo na ném,
mohli jsme si ho zvolit libovolné.

Navic plati, Ze kruznice opsané trojihelniku ABC' je shodna s kruznicemi ze
zadani.

Piiklad 4.3. Je dan ¢tyiahelnik ABC'D. Dokaizte, 7e |AB| - |CD| + |AD| - |BC| >
|AC| - |BD| a rovnost nastava, pravé kdyz je ABCD té&tivovy.

ResSeni. Zde je uziti kruhové inverze trochu necekané. Za stied zvolime bod A,

za polomér jednicku. Pro obrazy bodia B,C, D plati |B'C’| = %, |B'D'| =

10nly SCA a SCB maji stejnou velikost. Proto i jim odpovidajici tétivy SA, SB na kruznici
ABC jsou stejné dlouhé. Tedy S lezi na ose strany AB. Uhly AIS a IAS jsou stejné velké, proto
SA je stejné dlouhé jako SI.
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|BD| |D/C/

TAB[[AD]’ Uvazme trojuhelnikovou nerovnost

_|DC|
’ - |ADHAC|
’B/CI| + |D/Cl| Z |BID/’
a dosadme. Dostaneme

|BC| DC| _ |BD
[AB|[AC| " JAD||AC| ~ |AB||AD|’

coz po vynasobeni |AB| - |AC| - |AD| dava dokazovanou nerovnost. Rovnost pfitom
nastava pravé tehdy, kdyz B’, C’ a D’ lezi na pifmce v tomto poradi, coZ odpovida
tomu, ze body A, B, C, D lezi na kruznici. Kdybychom na zacatku neptedpokladali,
Ze body A, B, C, D tvori ¢tyituhelnik, mohla by rovnost nastat i v pfipadé, kdy body
A, B,C, D lezi na piimce ve vhodném poradi.

Mobiovy transformace

Tato ¢ast povidani jiz nemé pfimou navaznost na soutézni tlohy, uviddime ji pouze
pro zajimavost. Tento text navaze na lonskou Sestou sérii, ktera se zabyvala popisem
geometrickych zobrazeni jako komplexnich funkci.

Jak jsme jiz uvedli, bod Z o boufadnicich [, y] se zobrazi v inverzi se stfedem [0, 0]

€T T’2
224427 I2 +y
¢islo z = = + yi, bylo by obrazem komplexni ¢islo

a polomérem r na 7' = [ . Kdybychom bod Z povazovali za komplexni

;o zr? _&r _zr2 r?
z

a2 4y? 22 2z

[\

Pokud by stfedem inverze bylo komplexni &islo s, bylo by 2’ = s + ;—_25

Shrnutim poznatku z textu k lonské Sesté sérii vime, Ze podobné zobrazeni zobra-
zuji ¢islo z vzdy bud na az + b (pfimé podobnost) nebo az + b (nepiiméa podobnost)
pro ngjaka komplexni &isla a, b. Snadno rozmyslime, Ze slozenim nepiimé podobnosti
a kruhové inverze dostaneme zobrazeni, které posila z na fiig pro né&jaka komplexni
¢isla p,q,r,s. Aby tento vyraz mél vidy smysl, rozsifime komplexni rovinu o ,bod
nekone¢no®. Takovym zobrazenim se fikd Mobiovy transformace. Mobiovy transfor-

mace maji fadu zajimavych vlastnosti:

e SloZeni dvou Mé6biovych transformaci je Mobiova transformace.
e Inverze k Mobiové transformaci je Mobiova transformace.

e Kazda Mobiova transformace je slozenim nejvyse jedné kruhové inverze a po-
dobného zobrazeni.

e Pro libovolnou trojici obrazu a libovolnou trojici vzoru existuje pravé jedna
Méobiova transformace, kterda dané vzory zobrazi na dané obrazy.
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Diikazy téchto tvrzeni se zbyvat nebudeme, daji se vycist na http://en.wikipedia.
org/wiki/Mobius_transformation.

Zajimavéjsi otazkou je, co tato tvrzeni znamenaji z geometrického hlediska? Prvni
tFi nam fikaji, Ze at budeme skladat podobnosti a kruhové inverze jak chceme, vzdy
dostaneme zobrazeni, které se da ziskat slozenim nejvyse jedné kruhové inverze a
podobného zobrazeni.

Ctvrté tvrzeni nam tika, ze mame-li dva trojthelniky, 1ze najit kruznici takovou,
ze obraz jednoho trojuhelnika v inverzi podle této kruznice bude podobny se druhym
trojihelnikem. Navic pokud mé jit o nepiimou podobnost, je stfed této kruznice
danymi trojahelniky urcen jednozna¢né (piimé podobnosti odpovida stied jiny).
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