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Pomocny text

GONIOMETRIE

Ddlezitou oblasti goniometrie je trigonometrie, ktera se od euklidovské geomet-
rie lisi tim, Ze hleda FeSeni danych tloh nikoli metodou konstruktivni, ale pocetni.
Nézev trigonometrie napovidé, Ze se tato disciplina zabyva méfenim trojuhelniki,
trigonometrie vSak obsahne mnohem vice. Zkouma4 i jiné obrazce, nebot kazdy obra-
zec ohraniéeny tiseCkami muZzeme rozdélit na trojihelniky.

K pocetnimu fesSeni trojihelnika bylo tfeba nalézt vztahy mezi prvky trojahel-
niku, mezi jeho stranami a thly. Reéti astronomové Hipparchos a Ptolemaios, kteri
pouzivali trigonometrii ve svych astronomickych vypoctech, si povsimli, ze v kruhu
o daném poloméru zavisi délka tétivy na velikosti p¥islusného stfedového thlu. Vzhle-
dem k tomu, ze délka tétivy zélezi pouze na velikosti prislusného stfedového thlu,
byly trigonometrické veli¢iny pozdé&ji nazvany goniometrickymi (dhlomérnymi) funk-
cemi.

Funkce, které dnes nazyvame napf. sinus nebo kosinus, Rekové neznali. Geome-
tricky sinus uhlu « je polovina tétivy pfislugné stfedovému thlu 2« (tsecka BE na
obrazku 3.1). Naopak tsecka OF znazornuje kosinus thlu a.. V pravé ¢asti obrazku
3.1 je délka tsecky AF geometrickou tangentou tihlu o a C'D jeho kotangentou.

Obrazek 3.1: Znazornéni funkce sinus a kosinus je na levé kruznici, v pravé ¢asti se
nachézi tangens a kotangens.

V matematice ne vidy vysta¢ime pouze s thlem, ktery je definovan jako Cést
roviny (hodnoty 0 az 27, resp. 0° az 360°), a proto se zavadi pojem orientovany thel.

Definice 3.1. Omentovany ihel AV B (zapisujeme AVB) je kazdd uspotddand dvo—

jice poloprimek VA VB se spolecngm pocdtkem, kde VA je pocdtecni rameno, VB
je koncové rameno a bod V' je vrchol orientovaného ihlu.
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Uhel vzniké oto¢enim pocateéniho ramene proti sméru hodinovych rucicek — thel
orientovan kladné, nebo otaenim pocatecniho ramene ve sméru hodinovych rucicek
— thel orientovan zaporné. Velikost toho z dhla «, 3, ktery opiSe polopiimka pii
otoCeni z pocatetniho ramene do koncového ramene v kladném smyslu, se nazyva
zékladni velikost orientovaného thlu. Pro zékladni velikost « plati, ze 0 < o < 27,
resp. 0° < a < 360°.

Véta 3.1. Souctem orientovanijch whli m BVC nazyvdme thel m, kde kon-
cové rameno prvniho z nich j je_pocdtecnim ramenem druheho
Rozdilem orientovanijch whli AV C, AV B nazijvdme thel BVC (v uvedeném potadsi).

Polozme si jednu otézku. Jsou orientované thly AVBaBVA stejné? Co myslite?
Samoziejmé, Ze nejsou. Pokud nevite pro¢, prectéte si tuto ¢ast povidani znovu. :)

P1i méren{ rovinného thlu se ¢asto pouzivaji radidny, které se oznacuji znackou
rad (vétsinou se ale znacka neuvadi). Jeden radian je stfedovy uhel, ktery piislusi
oblouku o stejné délce, jako je polomér kruZnice. Je to jednotkovy thel pii méfeni
v obloukové mite. Plny thel 360° odpovidé 27 rad. Pfevod mezi mirou stupfiovou a
obloukovou lze tedy realizovat nasledovné. Jestlize mame thel x rad, je jeho velikost
ve stupnich o = %80. Snadno muzeme dojit k témto rovnostem:

T

45° = —, 60° =

s ™
30° = =
6’ 4 3’

90° = g 180° = 7

Véta 3.2. Vsechny goniometrické funkce jsou periodicke, a to sinus a kosinus s nej-
mensi periodou 27, funkce tangens a kotangens s nejmensi periodou .

Pro funkce tangens a kotangens plati nasledujici vztahy:

Odtud je vidét, Ze funkce tangens neni definovand pro hodnoty § + km, k € Z, a
kotangens nedefinujeme pro hodnoty k7, k € Z.

Pfi nasich vypoctech nam mohou byt uzite¢né vztahy mezi goniometrickymi funk-
cemi, uvedeme zde nékteré z nich.

Véta 3.3. Pro kaZdé x € R plati:

. ™ . s
sSsmr =cos| - — ), COST =S| - — x|,

2 2
sin2x = 2sinxzcosx, cos2r = cos? z — sin? x,
cos’z +sin’z = 1.
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Véta 3.4. Pro kaZdé x,y € R plati:

sin(z £ y) = sinz cosy + cosxsiny,
cos(z +y) = coszcosy Fsinxsiny,
x+y_ r—y

. Y — 2si
sInx + sy sin 5 cos 5
. . T+Yy . T—Y
sinx —siny = 2 cos - sin ,

2 2

x T —
cosx + cosy = 2cos ;y-cos 2y,
cosx—cosy:—Qsinx+y-sinx;y.

Podobné goniometrické identity si muZete odvodit pomoci komplexnich ¢isel.
Kombinac{ binomické véty a Moivreovy véty lze odvodit napiiklad kosinus a sinus
vidani, viz http://ganymed.math.muni.cz/brkos/files/povidani/povidanil66.
pdf.

Piiklad 3.1. Urcete hodnotu cos?* % — sin? %.

ResSeni: Pomoci goniometrické jednic¢ky, vzorce pro kosinus dvojnasobného thlu a
kosinus pro rozdil dvou hlt dostaneme:

0054%—Sin4%:(0082;—4+sin2;—4)-(0052%—81112%):1-605%:
T T ™ ™ LT,
:COS(g—Z):COS§COSZ+SID§SIHZ:
1V2 VB VI V2446
Ty o T T T

Véta 3.5. Pro vSechny hodnoty x # k%, k € Z, plati:

T T
tg x = cotg <§ — 1:) , cotgx =tg <§ —x) ,

tgx - cotgr = 1.

Priklad 3.2. Dokazte, Ze

(4c0s?9° — 3)(4cos? 27° — 3) = tg9°
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Reseni: Nejprve si ukazme, Ze cos 3z = 4 cos® z — 3cos z.

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2z cosx — sin 2z sinx =
= [2cos?z — 1] - cosz — [2sinz cosz] - sinx =

=2cos®x — cosx — 2sin® zcosz =

3 2

=2cos’x —cosx — 2[1 — cos” x| cosx =

=2cos®z —cosz — 2cosx + 2cos® x = 4cos® x — 3cos z.

cos 3z

o Dro vSechna

Nyni tohoto vztahu vyuZijeme ke zjisténi, Ze 4cos?xz — 3 =
x # (2k +1)-90°, kde k € Z. Pak tedy

27° cos&1° cos 81° sin 9°
4cos29° — 3)(dcos? 27° — 3) = 220 - - — tg9°.
(4cos ) (4 cos ) cos9°  cos27° cos 9° cos 9° 8

Trigonometrie ndm podéva mnoho dulezitych goniometrickych identit v troji-
helniku, které pak mtzeme pouzivat pii FeSeni riznych matematickych i fyzikalnich
aloh.

Véta 3.6. (Sinova a kosinova véta) Pro kaZdy trojuhelnik s vnitinimi dhly o, 3,y

a stranamsi a, b, c plati:
a b c

. - . - . )
sina  sinf  sinvy

a? =b? 4+ 2 — 2bccos a,

b2 = a® + ¢ — 2accos B,

& =a? +b? — 2abcos,

Znate jesté dalsi identity? Co vam 1ika tfeba tangentova véta?
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