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Pomocny text

NAHODNE
PROCHAZKY

Spadne opilec do kandlu? Prohraje gambler viplatu? A jak to souvisi s Brownovym
pohybem?

V tomto povidani se vydame do jednoho zakouti svéta pravdépodobnosti, do
kterého se bézné stifedoskolskd matematika nepousti. K plnému pochopeni budete
potiebovat zakladni znalosti pravdépodobnosti. Intuitivné nadm pravdépodobnost né-
jakého jevu tika, kolikrat jev nastane, budeme-li opakovat néjaky pokus. Pokusem
miZe byt napiiklad hod kostkou a jevem (nazvéme ho J) skute¢nost, Ze padla dvojka
nebo trojka. Pravdépodobnost jevu se pak spocita jako pocet pfiznivych vysledki
(ty jsou dva) déleny poctem vSech moznych vysledku (téch je 6), v naSem piipadé
vyjde pravdépodobnost P(J) = 1/3. Jak se pravdépodobnost po¢ita, kdyz je moz-
nych jevi nekoneéné mnoho a dalsi podrobnosti k samotné pravdépodobnosti najdete
v lonském pomocném textu ke ¢tvrté sérii. Zde se omezime na dvé tvrzeni:

Vé&ta 1. Pro nezdvislé jevy A, B plati P(AN B) = P(A)P(B).

Vyraz na levé strané rovnosti znac¢i pravdépodobnost toho, Ze jevy A a B nasta-
nou zaroven. Dulezité je, Ze tento vztah plati pouze pro nezavislé jevy — tedy takové,
ze pokud vime, Ze nastal jev A, neziskdvame Zadnou novou informaci o tom, zda
nastal jev B. Pfi hazeni kostkou jsou nezavislymi jevy napiiklad A =, padlo sudé
¢islo* a B =,padlo &islo délitelné tfemi“ (pravdépodobnost B je 1/3 nezéavisle na A).
Naopak C' =,padlo sudé ¢&islo“ a D = padlo ¢islo vétsi nez 3 jsou zavislé, protoze
pravdépodobnost P(D) = 1/2, ale za predpokladu, Ze nastalo C, je D splnéno pro 4
a 6 a nesplnéno pouze pro 2, proto je pravdépodobnost D za podminky C' (zna¢ime
P(D|C)) rovna 2/3).

Vé&ta 2. Pro neslucitelné jevy A, B plati P(AU B) = P(A) + P(B).

Redeno neforméalné, pokud jevy A a B nemohou nastat souCasné, je pravdépo-
dobnost, Ze nastal alespon jeden z nich, rovna souctu jejich pravdépodobnosti.
Nahodné veli¢iny

Nahodna veli¢ina je funkef vysledku nahodného pokusu — ur¢ité mnozing vysledku
nahodného pokusu prifadime néjakou hodnotu. Nahodné veli¢iny zna¢ime velkymi
pismeny z konce abecedy. U hézeni kostkou je takovou veli¢inou naptiklad pocet ok,
ktery padl. Pravdépodobnost, Ze je veli¢ina X rovna hodnoté xy znaéime P(X = xg).
Pravdépodobnostem jednotlivych hodnot Fikame pravdépodobnostni rozloZeni. Pro

BRKOS Team 2010



XVII. ro¢nik BRKOS 2010/2011

hod jednou kostkou jsou pravdépodobnosti viech vystupi stejné, takovému rozlozeni
se Tika rovnomeérné. Pokud budeme héazet dvéma kostkami nezavisle a padlé pocty
ok oznac¢ime na jednotlivych kostkach oznac¢ime X a Y, je X +Y nahodné veli¢ina
s nasledujicim ndhodnym rozlozenim

t 2 3 4 9 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

_ 1 2 | 3 45 |6 |5 | 4] 372 1

P(X+Y =1) | 55 | 55 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 56 | 36
Zamysleme se nynf nad tim, jaké rozlozeni mé soucet veli¢in X1, Xo,..., X,, z nichz

kazda nabyva hodnoty 1 s pravdépodobnosti p a hodnoty 0 s pravdépodobnosti 1 —p.
Ziejmé je tento soucet celym Cislem z intervalu (0,n). Aby byl roven k, muselo by
pravé k z téchto n veli¢in byt nenulovych. Jeden Veli¢iny, které maji byt nenulové,
Ize vybrat (}) zpusoby

St¥edni hodnotu veli¢iny X zna¢ime E(X) a poc¢itame ji jako

2 P(X =z1) + 22 P(X =22) + - + 2, P(X = z,),

kde 1, ..., z, jsou vSechny hodnoty, které mtize X nabyvat. Pro pocet ok na kostce
je tato stfedni hodnota rovna %1 + %2 4+ 4+ %6 = % Stredni hodnota nam udéava

v jistém smyslu nejpravdépodobnéjsi hodnotu dané veli¢iny. Pro stfedni hodnotu
dvou nahodnych veli¢in plati E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Nahodné procesy

Nahodny proces je tvofen ndhodnymi veli¢inami, z nichZ kazd4 popisuje néjakou
vlastnost systému v néjakém case. My se omezime na procesy diskrétni, v nichz jsou
tyto veli¢iny X, Xo, ... Takovy proces se nazyva nahodna prochazka, pokud veli¢ina
X, popisuje polohu néjakého objektu, a to zpravidla v grafu, na pfimce, v ploSe nebo
v prostoru. Lze uvazovat celou fadu ndhodnych prochézek, my se omezime na ty, kde
pro viechna pfirozena i zavisi pravdépodobnostni rozlozeni X;,1 pouze na X;'.

Prochazka po primce

Konec¢né se dostavame k tomu gamblerovi z tivodniho fadku. Reknéme, ze sedi
u rulety a séazi stale dolar na ¢ervenou. Protoze jde o Evropskou ruletu, na které je
18 ¢isel Eernych, 18 Gervenych a zelena nula?, gambler s pravdépodobnosti ¢ = 19/37
sviij dolar prohraje, s pravdépodobnosti p = 18/37 dolar ziskd. Stavem procesu
(gamblera) v Case t je ¢astka Xy, kterou ma u sebe. Tu si muzeme piedstavit jako
bod na ¢iselné ose, ktery se s pfislusnymi pravdépodobnostmi pohybuje doleva nebo
doprava.

Budeme se zabyvat tim, jak se méni pravdépodobnostni rozlozeni X; v zavislosti
na t. Je tfeba si uvédomit, Ze kazdé kolo rulety je jednim nezéavislym pokusem,

!Procesy s touto vlastnosti se obecné nazyvaji Markovovy. Vice o nich tfeba na strankach doktora
Jana Boudy http://www.fi.muni.cz/"xboudal/teaching/2009/IV111/
2V americké ruleté jsou nuly dvé.
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ktery s pravdépodobnosti p vyjde. Pocet tispésnych pokust mezi prvnimi ¢ pokusy
(ozna¢me ho U;) méa binomické rozdéleni

PU =k) = (Dpkqt_k.

Pokud gambler za¢inal na ¢astce z, v piipadé k Gspécht a t — k netspécht bude mit
castku z + 2k — ¢, tedy

P(X,=2+2k—1) = (2) phgk = (2) Py,

Kdyz polozime r = z + 2k — t, mame k = MT_Z

P =) = (s )05
2 /4

Pokud vam pfijde divné, Ze je v kombinaénim ¢éisle zlomek, ktery je pro néktera r
necelodiselny, je tfeba si uvédomit, ze ¢astka, kterou ma gambler u sebe se s kazdym
tahem méni ze sudé na lichou a naopak — pokud je ¢ sudé, ma vzorec vyznam jen
pro ta r, kterd maji stejnou paritu jako z, pro t liché je tomu piesné naopak.

Dosud jsme se zabyvali ptipadem, kdy mize gambler ziskat libovolné mnoho nebo
libovolné malo penéz. Pokud bychom pridali omezeni, Ze kon¢i hru, pokud spadne na
nulu nebo doséhne cilové ¢astky ¢, nebudou vySe uvedené vzorce platit. Najit vzorec
pro jeho okamzité jméni bude nemozné. Z hlediska gamblera jsou ale zajimavé jiné
dveé otézky: jaka je pravdépodobnost, Ze prohraje diive,nez dosdhne cilovou ¢astku a
jaka je ocekdvana doba hry. Zkusme zodpovédét prvni otazku. Oznaéme u, pravdé-
podobnost, ze vyhraje ¢astku ¢, pokud zacinal na ¢astce z. VSimneme si, ze ug = 0,
u. = 1 a pro vSechna ¢ mezi 0 a ¢ plati u; = pu;r1 + qui—1 (kdyz mam ¢ dolari,
muzu bud bezprostfedné jeden vyhrat a pak se z ¢astky i+ 1 probojovat s pravdépo-
dobnosti u;4+1 k ¢astce ¢, nebo za¢nu prohrou jednoho dolaru a pak se probojovavam
z Castky i — 1 — tyto dvé mozZnosti je tfeba sedist.) Protoze p + ¢ = 1, lze psat

(P + @Q)u; = puiy1 + qui—y
q(ui —ui—1) = p(uir1 — u;).

Pokud polozime &; = u; —u;—1, mame po dosazeni a vydéleni p rovnost §;41 = %ui,l.
Hodnoty 9; proto tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem %, soucet jejich prvka
01 az d. je dle vzorce
- (3

P

1-2 -

P
Tednto soucet rozdila je ale u. — ug = 1. Mame tak rovnici, z niz lze d; vyjadrit
pomoci p a ¢. Hodnota u; je rovna sou¢tu hodnot &, az 9;, lze ji tedy vypocist ze

vzorce pro soucet geometrické posloupnosti

-

Uy = ————
@1

01 -
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Pokud jde o ocekdvany pocet tahti, v nichz hra skonéi, postupujeme obdobné:
tuto hodnotu pro pocatecni ¢astku z oznacime d, a mame dyp = 0, d. = 0 a d. =
1+pdet1+qde—1. S touto rekurentni rovnici si mizeme hrat podobné, jako v minulém
pripadé, a dojit k jesté komplikovanéjsimu vysledku:

1 c ()Z_l
g—p q-p (I)r-1
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Prochazka v roviné

Mgjme opilce, ktery chodi po ¢tvercové siti a za¢ina v bodé (0,0). V kazdém oka-
mziku udéla s pravdépodobnosti % krok nahoru, se stejnou pravdépodobnosti mize
udélat kroky dolii, doleva a doprava. MiZeme si uvédomit, Ze soucet soutadnic, na
kterych se nachézi, se takto s pravdépodobnosti % o 1 zvétsi a se stejnou pravdépo-
dobnosti o 1 zmensi. To samé lze fict o rozdilu souradnic. Navic se obé veli¢iny méni

nezévisle. Ozna¢ime-li X; x-ovou a Y; y-ovou souradnici opilce v Case t, plati

(t+zi+y)
(k)

Delsi pojednéni o tomto problému najdete v desatém ro¢niku ¢asopisu M&M (http:
//jdem.cz/£9j93).

Rozsifeni z roviny do prostoru nelze jednoduse provést. V prostoru maji dokonce
nahodné prochazky jiné kvalitativni vlastnosti — napiiklad pravdépodobnost, Ze se
nejpozdéji v t krocich vratime tam, odkus jsme vysli, se v dvojrozmérném piipadé
s rostoucim t blizi jednicce, ve tfech rozmérech toto ¢islo nikdy nepresdhne jednu
tretinu.

t

PXi=zANY,=y) =

Prochazka po grafu

Slovo graf ma v matematice dvé vyuziti. Pokud se bavime o ndhodnych prochaz-
kach, zajima nas graf jako mnozina vrchola (bodi), pfi¢emZ nékteré dvojice vrcholi
jsou spojeny hranami. Pro kazdy vrchol a kazdou hranu z néj jsou uréeny pravdépo-
dobnosti, Ze z néj ndhodné se prochézejici ¢lovék pujde z daného vrcholu pravé po
této hrané. D4 se dokézat, Ze pokud neni v grafu vrchol, z néjz by bylo mozné se vratit
do né&j samého jen v urc¢itych periodéach, blizi se pravdépodobnost vyskytu bloudiciho
¢lovéka v né€jakém vrcholu od uréitého okamziku néjaké limité. Pokud navic z kazdého
vrcholu lze dojit do kazdého vrcholu, 1ze tuto limitu ziskat jednoduchym algoritmem.
Pokud do vrcholu vy 1ze piejit z vrcholi vy, ve ... v s pravdépodobnostmi py, ... pg,
muzZeme psat

li = pily + -+ plg,

kde I; zna¢i hledanou limitni pravdépodobnost pro -ty vrchol. Takto dostaneme
soustavu linedrnich rovnic, jejimz feSenim je hledana posloupnost pravdépodobnosti.
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