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Pomocny text

KOMPLEXNI
CISLA

Minul4 série byla o polynomech, ¢ast povidani jsme vénovali hledani kotent. Zjis-
tili jsme, Ze existuji nekonstantni polynomy, které v redlnych ¢islech kofen nemaji.
Slibili jsme, Ze ukdzeme, jak mnozinu realnych Cisel rozsitit tak, aby kazdy nekon-
stantni polynom s redlnymi koeficienty mél alesponi jeden kofen.

Vybereme si nejjednodussi z polynomi, které nemaji redlny kofen, a to z? + 1.
Nyni prohlasime, Ze i je kofenem tohoto polynomu. Abychom mohli s ¢ pracovat,
potfebujeme, aby pro néj byly definované bézné operace. Vysledek nédsobeni ¢ redlnym
¢islem y zapiSeme jako yi a nazveme ryze imaginarnim ¢islem. Vysledek séitani ryze
imaginérniho yi a realného = zapiSeme jako x4 yi a nazveme ho ¢islem komplexnim,
& nazveme jeho redlnou slozkou (znacime R(x)) a y slozkou imaginarni ¥(z). Cisla
s nulovou imaginérni slozkou jsou realna, ostatni ¢isla jsou imaginérni.

Dale potiebujeme definovat, jak budeme séitat a nasobit takto vznikla ¢isla. Pro
z1 = x1 + Y1t, 29 = T9 + Yot polozime

21+ 20 = w1 + 22 + (Y1 + ¥2)1,
21 - 20 = (X1y1 — x2y2) + (X1Y2 + T2y1)i.

Definice s¢itani je intuitivni, co se tyCe nasobeni, sta¢i si uvédomit, Ze pfesné
takovy vyraz dostaneme roznasobenim zavorek (x1 + yii) - (z2 + y2i) s vyuzitim

faktu, ze 2 + 1 = 0, tedy > = —1. Déleni ¢isel ZiSZ provadime tak, Ze Citatele

bi)(c—di) . .
%, Citatele mizeme roznésobit

rozsifime ¢islem sdruzenym, dostavame tak
vySe popsanym zpusobem.

Véta 1 (Zakladni véta algebry). Polynom s kompleznimi koeficienty stupné alespori
1 md v oboru komplexnich cisel koten.

Tuto vétu ponechame bez ditkazu, nebot ten by si vyzadal nékolik stran teorie.

Gaussova rovina

Protoze jsou komplexni ¢isla vlastné dvojicemi Cisel redlnych, mizeme si je pred-
stavit jako body v roving, jejichz z-ova soufadnice je rovna realné a y-ova soutradnice
imaginarni sloZzce. Pro ¢islo z = x 4 yi pak 1ze definovat nésledujici tii operace:

o komplexné sdruZené cislo vznikne z ¢isla z preklopenim podle redlné osy, je
déno vztahem z = = — y1.
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o Absolutni hodnota udava vzdalenost ¢isla z od 0, dle Pythagorovy véty ji spoc-
teme jako |z| = v/22 + y2. VSimneme si, Ze pro y = 0 mame absolutni hodnotu
realného cisla, kterou zname.

o Argument udava dhel mezi spojnici ¢isla z s nulou a kladnou poloosou realné

osy. Kladna realna ¢isla maji argument 0, zaporna 7',

Mizeme odvodit zajimavé vlastnosti komplexnich &isel:

|z2| = Vz-Z,

21 £ 29 = 21 £ 79,

Z1 29 =21 " %9,
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|21 - 2] = |21] - |22]-

Prvni tfi vztahy lze snadno dokazat z definice nésobeni a s¢itani komplexnich &isel,
(5.4) ziskame tak, ze absolutni hodnoty rozepiSeme pomoci (5.1). Ze vztahu (5.2) a
(5.3) 1ze odvodit nasledujici vétu:

Vé&ta 2. Necht P je polynom s komplexnimi koeficienty a P je polynom, ktery z néj
vznikne zdmeénou koeficienti za ¢isla sdruZend. Pak plati P(z) = P(Z).

Dilezity je zejména dusledek této véty, a to, ze pokud mé P reélné koeficienty a z
je jeho koten, pak je i Z jeho kofen. S kofenovym ¢initelem (x — z) ma proto polynom
P i kofenovy ¢initel (x — Z), a je proto délitelny jejich sou¢inem, ktery je roven
(72 — 2Re(z) — |2|?). Spolu se zakladni vétou algebry tak dostavame vysledek, ktery
jsme bez diikazu zminovali minule, a to, Ze kazdy polynom s redlnymi koeficienty lze
nad realnymi ¢isly rozlozit na soucin polynomu nejvyse druhého stupné.

Duvodem, pro¢ se zavadi argument, je usnadnéni nasobeni komplexnich ¢isel.
Komplexni ¢islo, jehoZ absolutni hodnota je u a argument ¢ lze zapsat jako |ul -
(cos(¢) + isin(y)). Takovému zéapisu fikdme goniometricky tvar, zapis tvaru a + bi
nazyvame tvarem algebraickym. Pokud je |u| = 1, nazyvame u komplexni jednotkou.

Kdyz pak nasobime dvé ¢isla v takovém tvaru, dostaneme

lu|-(cos(p) +isin(yp)) - |v] - (cos(¥) +isin(y)) =
() cos(1) — sin(y) sin(y)) + i(sin(p) cos(¢) + cos(¥) sin(p))) =
(p+ ) +isin(p +v)).

= |ul - o] - (cos

= |ul - o] - (cos

V posledni tpravé jsme pouzili sou¢tové vzorce pro sinus a cosinus, které se daji
odvodit geometricky nebo najit v tabulkach. Ukazali jsme tak, Zze Arg(z; - z2) =
Arg(z1) + Arg(zz), coZz nam spolu s rovnosti (5.4) dava jednoduchy zpusob, jak
nasobit komplexnf ¢isla. Casto se goniometrické funkce sinus a cosinus definuji pomoci
komplexnich ¢isel, vztah pro argumenty se odvodi geometricky a souctové vzorce se
prohlési za dusledek.

L Argument se uréuje v radianech, 7 radiani je 180°, jednotka rad se nepise.
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Moivreova véta

Protoze se pti nasobeni argumenty séitaji, pfi umocnéni na n-tou se nasobi ¢islem
n. Ackoliv je to trivialni duasledek pfedchozich tvah, méa tato véta velky vyznam.

Véta 3 (Abraham de Moivre). Necht z = |z|(cos(¢) + isin(p)). Pak pro kazdé
prirozené n plati 2" = |z|"(cos(ny) + isin(ny).

Tato véta nam umoznuje napiiklad resit takzvané binomické rovnice, tedy rovnice
tvaru

kde z je neznama a t parametr. Po pfepsani do goniometrického tvaru mame

|2|™ (cos(ny) + isin(np)) = |t|(cos(¢) + isin(v)).

Z rovnosti absolutnich hodnot plyne |z| = {/|t|, z rovnosti redlnych ¢asti pak
cos(ng) = cos(v), proto ng = ¥ + 2kw, ¢ = % + %Tr. Vsechna feseni této rov-
nice proto tvori mnozinu

{” |¢] <cos<w—|-2k7r>+isin<w+2k7r>> |k:€{0,...,n—1}}.
non non

Hodnotu k uvazujeme pouze v daném intervalu proto, ze zvétSenim argumentu o 2w
se hodnota &fsla nezméni. Resenf této rovnice tvoif vrcholy n-thelnika vepsaného do
kruznice o poloméru [n]y/|t| se stfedem v bodé 0.

Pocitat n-tou odmocninu z ¢ v komplexnim oboru znamend fesSit binomickou
rovnici 2" = t, kterd méa n feSeni. V komplexnim oboru proto odmocnina neni funkci,
ale relaci.

Lze dodefinovat umocnéni komplexniho ¢isla na libovolné komplexni ¢&islo, a to
pomoci vztahu z Moivreovy véty (zrusime predpoklad, ze n musi byt pfirozené).

Zjednodusit goniometricky tvar lze pomoci vztahu mezi zdkladem pfirozeného
logaritmu e, Ludolfovym ¢islem 7 a imaginérni jednotkou ¢ nalezeného Leonhardem
Eulerem:

e +1=0.
KdyZ si rozepfSeme (—1) do goniometrického tvaru, mame odtud €™ = cos(w) +
isin(7), umocnénim na £ dostavame e’ = cos(p) + isin(p). Cislo |z|(cos(¢) +
isin(p)) lze proto zapsat v tzv. exponencidlnim tvaru |z|e*?.

Komplexni ¢isla v geometrii

Stejné jako nam v predchozich tvahach pomohlo uvazovat komplexni ¢islo jako
bod v roving, lze k feSeni mnoha tloh v geometrii vyuzit opa¢ného prevodu. Po-
dobné zobrazeni pak odpovidaji operacim s komplexnimi ¢&isly. Posunuti je pii-
¢teni komplexniho ¢&isla, otoCeni kolem pocatku o thel a je nésobeni komplexni
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jednotkou e’®, stejnolehlost se stfedem v pocatku je nasobeni koeficientem stejno-
lehlosti, osova soumérnost podle osy x odpovidd komplexnimu sdruzeni. Jakéko-
liv dalsi podobné zobrazeni ziskdme jejich slozenim. Napfiklad otoceni okolo bodu
s o thel a odpovida posunuti o —s, otofeni e’® a zpé&tnému posunuti o s, tedy
r(z) = €%z — s) + 5 = ez + (1 — €'®)s. Analogicky stejnolehlost se stfedem s
a koeficientem A je dana vztahem h(z) = Az + (1 — \)s. Protoze kazda pfima po-
dobnost je slozenim otoceni, stejnolehlosti a posunuti, lze kazdou pifimou podobnost
zapsat jako f(z) = uz + v, kde u, v jsou komplexni ¢isla. Kazda nepfima shodnost
je slozenim soumérnosti podle osy = a néjaké primé shodnosti, lze ji vidy zapsat
vztahem f(z) = uz 4+ v. V obou pfipadech je koeficientem podobnosti |u|. Jde proto
o shodnost, pravé kdyz |u| = 1.

Komplexni ¢&isla je dobré vnimat nejen jako body, ale i jako tsecky spojujici
dany bod s pocatkem. Pokud dvé takové tisecky sviraji tihel o, znamené to, ze podil
odpovidajicich ¢isel ma argument «. Komplexni ¢isla ve tvaru z; — zo lze brat také
jako spojnici bodua zo, z7.

Priklad 1. Jsou ddny rovnostranné trojihelniky ABC o DEF tak, Ze jsou oba po-
psdny ve smyslu chodu hodinovych rucicek. Dokazte, Ze trojuhelnik KLM, kde K, L
a M jsou po tadé stredy stran AD, BE o CF, je také rovnostranng.

U této tlohy jsme loni ve vzorovém teSeni hledali podobné trojihelniky. Existuje
vSak i jednodussi zptisob, a to pomoci komplexnich ¢isel. Malymi pismeny budeme
znacit komplexni ¢isla odpovidajici vrcholim trojuhelnika. Protoze jsou ABC a DEF
podobné, existuji komplexni ¢isla u, v takova, ze d = au+v, e = bu+v, f = cu+wv.
Stredy tsecek pak jsou k = %(a+ au~+v) = “;la—l— 5, 1= “‘QHb—i— 5, m = “T‘Hc—i— 5
Trojuhelnik K LM je proto podobny s trojuhelnikem ABC' a je rovnostranny.

Priklad 2. Je ddn libovolny trojihelnik ABC. KaZdou jeho stranu roztietime a nad
prostiedni tietinou zkonstruujeme rovnostranny trojuhelnik tak, aby nove vznikly vr-
chol lezel vné ABC. Nové vzniklé vrcholy nad stranami BC, AC a AB oznac¢me po
fadé K, L a M. Dokazte, Ze je KLM rovnostrannj.

Tato tloha je znama jako Napoleonuv trojihelnik. Pti stejné konvenci jako v pred-
chozim piikladé zkusme vyjadrit vektor K L (tzn. komplexni ¢islo [—k) pomoci a, b, c.
Pro pohodlnost umistéme trojihelnik tak, aby platilo a = 0. Bod lezici ve tretiné AC
blize k A ozna¢me D. Trojuhelnik ADL je rovnoramenny, pii hlavnim vrcholu ma
thel 2T, pii zbylych vrcholech Z. Jeho strana AK mé délku v3|AD| = §|AC |.
Polozime-li r = ?e”/G = % + i%. Plati tak [ = c¢r. Analogicky m = bF a
k=c+(b—c)r=b+c(l—r)=0b+cr. Protol—m =cr—br,l—k =c(r—7—r)—br.
Pritom ¢isla 7, r a ¥ — r v roviné predstavuji vektory, které tvori rovnostranny troj-
thelnik. Plati proto r = /3 in/3p. Uzitim téchto dvou rovnosti mame
l—k =¢e"/3(1—m), asecka KL je proto otocenim KM o %, coz jsme chtéli dokédzat.

r,r—7T==¢
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