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Pomocny text

POLYNOMY

Tato série bude o polynomech a to zejména o polynomech jedné proménné (pokud
nebude uvedeno explicitné, Ze jde o polynom vice proménnych). Formalné je nékdy
polynom jedné proménné chapéan jako konecné posloupnost realnych ¢isel (s¢itani a
nasobeni polynomu pak definujeme jako operace na posloupnostech), 1ze jej ale brat
i jako zobrazeni p, které redlnému ¢éislu x prifazuje ¢islo

1

p(x) = apx"™ + ap—12" " + -+ a1z + ap.

Cislo n nazyvame stupném polynomu, &isla a; koeficienty, kazdy z vyrazii a;z° je
clenem. Koeficient a,, nazyvame vedoucim koeficientem, ¢len anx™ vedoucim clenem.
Defini¢nim oborem je cela mnozina R. Je-li stupeini polynomu lichy, je oborem hodnot
opét cela mnozina R, je-li sudy, je oborem hodnot mnozina (a, o) pro né&jaké realné
a. Pokud je a, rovno jedné, nazveme polynom normovanym neboli monickym.

Pokud jsou p a ¢ polynomy a existuje polynom r takovy, ze p = q-r, pak Fekneme,
ze polynom ¢q déli polynom p. Pokud takovy polynom neexistuje, lze najit pravé jednu
dvojici polynomt r, s takovou, Ze s ma mensi stupeil nez ¢ a p = rq+ s. V takovém
pifipadé polynom r nazveme cdstecnym podilem a s zbytkem po déleni polynomu p
polynomem gq.

Euklidtv algoritmus a Bezoutova rovnost

Podobné jako u prirozenych ¢isel mizme definovat nejvétsiho spolecného délitele
polynomu p a ¢ jako polynom, ktery déli pi q a je délitelny vSemi ostatnimi polynomy
s touto vlastnosti.

Tento polynom lze najit algoritmem podobnym tomu pro realna ¢isla: vyjdeme
z polynomi p, ¢ a v kazdém kroku polynom s vétsim stupném nahradime jeho zbyt-
kem po déleni s mensim stupném. Posledni nenulovy polynom d, ktery timto algorit-
mem dostaneme, je nejvétsim spoleénym délitelem polynomi p a gq. Pokud budeme
v kazdém kroku psat i ¢asteéné podily, jsme schopni vyjadiit d ve tvaru f-p+ g -q,
kde f a g jsou polynomy. Napiiklad pro polynomy z*+ 3 — 522 —3z+6 a 2* — 522 +4
provedeme néasledujici délent:
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st a3 =52 —3x+6=1- (2t 522 +4)+ (23— 3z +2)
gt =5 4 =2 (2% -3z +2) + (—22% — 22 + 4)

1 1
a3 —3r4+2= <—2x+2> (=222 —2244)+0

Nejvétsim spoleénym délitelem! je proto polynom —2x2—2x+4, ktery lze vyjadiit
jako

(' =522 +4) —z- (23 - 32+ 2) =
=zt =522 +4)—z (2t + 2% - 52® — 32+ 6) — (at — B2 +4)] =
=1+ z)(z* — 52+ 4) — z(2* + 23 — 522 — 32 + 6)

Faktorizace polynomu

Pokud existuji nekonstantni polynomy ¢, r takové, Ze jejich koeficienty lezi v mno-
ziné M a p = q - r, nazveme polynom p reducibilnim nad M, v opa¢ném piipadé
iredcibilnim nad M. Neni-li uvedeno, nad kterou mnozinou mé byt reducibilni, uva-
zujeme reducibilitu nad R. Polynomy obsahujici pouze absolutni ¢len se nazyvaji
konstantni.

Véta 1. KaZdy polynom stupné alesporni 3 je reducibilng nad R.

Toto tvrzeni je ekvivalentni se zdkladni vétou algebry, kterou zminime v textu
o komplexnich ¢islech. Lze jej formulovat také tak, Ze jediné ireducibilni polynomy
nad R jsou konstantni, linedrni a kvadratické se zapornym diskriminantem.

Je-1i polynom p délitelny polynomem z — ¢, nazveme z — ¢ kofenovym ¢initelem
p a Cislo ¢ kofenem p. Kofen polynomu lze definovat také jako €islo, které dany
polynom zobrazuje na nulu.

Hledat koteny polynomii stupiii 1 a 2 znamen4 Tesit linearni resp. kvadratickou
rovnici, pro stupné 3 a 4 musime pouzit Cardanovy vzorce (ty jsou bohuzel nad ramec
tohoto textu), pro stupen 5 a vice algoritmus neexistuje. UkaZeme si ale nékolik
technik, jak hledat kofeny polynomu.

Odstépeni racionalnich korent

Jde o techniku vyuzitelnou pouze u polynomi s celo¢iselnymi koeficienty. Pomoci
nésledujiciho tvrzeni najdeme kandidaty na racionéalni koteny.

Véta 2. Je-li raciondlni cislo % kofenem polynomu p(x) = anz™ +--- +ag s celoci-
selngmi koeficienty, pak r | ap a s | ay.

1 o - o et s s o 11 S U . .
Podobné jako u celych ¢&isel je nejvétsi spoleény délitel uréen jednoznaéné az na znaménko, také
u polynomd je urcen jednozna¢né, ovSem az na nasobek libovolnou nenulovovou realnou konstantou.
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Takto mame pouze omezenou mnozinu ¢éisel r i s, kandidat na racionalni kofeny
je koneéné mnoho. Abychom se vyhnuli ovéfovani vSech, mtiZeme mnozinu zazit
nésledujicim tvrzenim.

Véta 3. Je-li raciondlni cislo % kofenem polynomu p(x) = anz™ +--- + ag s celoci-
selngmi koeficienty, pak pro kazdé pFirozené cislo m plati r — ms | p(m).

Zejména tedy 7+ s | p(—1) ar —s | p(1).

Abychom si v nasledujici ukazce usnadnili zapis déleni polynomi? pouZijeme
specialni metodu pro déleni polynomem tvaru x — c¢: takzvané Hornerovo schéma.
Jde o tabulku, v jejimz prvnim fadku jsou koeficienty polynomu a,...,aq. Pfed
druhy radek zapic¢eme ¢islo c. Pak do druhého fadku dopisujeme postupné cisla b;
pod a; tak, ze b, = a,, a pro i < n b; = a; + cb;+1. Jakmile doplnime cely fadek, jsou
bp, ..., b1 koeficienty ¢aste¢ného podilu a by zbytek po déleni (zbytek po déleni z — ¢
je roven funkéni hodnoté v bodé ¢). Pokud vyjde by nulové, muzeme vysledny podil
vzit za novy vychozi polynom a zkusit ho vydélit jinym polynomem tvaru x — c.

Piiklad 1. Najdéte vsechny raciondlni koreny polynomu 228 + 52° — 7ot — 1823 +
10z% + 16z — 8.

Vyuzitim véty 2 méame, Ze zlomek £ muze byt kofenem pouze pokud r(8 a s|2.
Mnozina pfipustnych zlomki po zkraceni je {£1,+2, +4, £8, j:%} Dle 3 navic musi
byt r+s| —6 a r — 25|96, coz nam zuzuje mnozinu kandidati na {1, —2, —4, %} Nyni
pomoci Hornerova schematu zkusime tyto kofeny odstépovat:

2|5 |-7][-18] 10|16 |-8 |

12[7]0[-18]-8|8]0]
1/2]9]0] -9 |-17|-9
2(2[3]|6|6]4]0
2|2(-1|4 2|0
$12/0]-4]0

Jak je vidét, kazdého kandidéata je potieba zkouSet nékolikrat, nebot muze byt
nasobnym kofenem. U jednicky jsme to provedli, u dalsich kofent ne (z davodu
tspory mista). Polynom se nam podafilo rozlozit na (z — 1)(z +2)?(z — 3)(222 — 4),
dale jej jiz nad Q rozloZit nelze.

Polynom s celo¢iselnymi koeficienty nazveme primitivnim, pokud neexistuje pr-
vocislo takové, Ze by délilo vSechny jeho koeficienty.

Véta 4 (Gaussovo lemma). Necht f,g jsou primitivni polynomy. Pak h = f - g je
také primitivni.

Indukci podle stupné polynomu h dokdzeme, ze pokud prvocislo p déli koeficienty
h, déli i koeficienty jednoho z polynomu f, g. Pokud je h konstantni, jsou f i g
konstantni, tvrzeni plati dle Zakladni véty aritmetiky.

2B&zny zapis je stejny jako u déleni realnych &isel — tedy dost prostorové naroény.
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Predpokladejme, ze véta plati pro polynomy stupné k, a dokazme ji pro polynom
h stupné k + 1. Dikaz provedeme obménou. Vedouci koeficient h je délitelny p, proto
p musi délit vedouci koeficient f nebo g (BUNO piedpokladejme prvni moznost,
tedy Ze vedouci ¢len f je roven tpz” pro néjaka cela ¢, r). Cislo p pak déli koeficienty
h —tpx"g = (f — tpz")g, ktery méa stupen k. Z indukéniho predpokladu pak p déli
bud koeficienty g nebo f — tpz”, a proto i f. Tim je induké¢ni krok hotov.

Snadno nahlédneme, Ze kazdy polynom s racionalnimi koeficienty lze (aZ na zna-
ménko) zapsat jednozna¢né ve tvaru r - f, kde r je racionalni ¢islo a f primitivni
polynom.

Eisensteinovo kritérium

Véta 5. Necht f = anz™+-- -+ ag je polynom s celociselngmi koeficienty a prvocislo
p md ndsledugici vlastnosti: p | an_1,p | an_2, ...p | ag, ddle p> { ag a konecné p{ ay,.
Pak f je ireducibilni nad Q.

Budeme dokazovat Eisensteinovo kritérium v trochu zesilené podobé: Pokud f
je polynom s celoCiselnymi koeficienty a existuje prvocislo p a index 7 takovy, Ze
plai_1,p|ai_1,...p|ai,p|ao, p*taoaptan, pak stupeir polynomu s racionalnimi
koeficienty, ktery déli f, je alespon t. Pak f je ireducibilni nad Q.

Nejprve si uvédomime, ze tvrzeni stac¢i dokdzat pro primarni polynomy f (ja-
kykoliv jiny polynom f = t - f je reducibilni, pokud je f reducibilni). Pro spor
predpokladejme, Ze f = g-h, kde g, h jsou polynomy s racionalnimi koeficienty. Tyto
polynomy lze jisté zapsat ve tvaru g = %g, h= %h, kde g, h jsou primarni polynomy
a r, s racionalni ¢isla. Nas predpoklad prepiSeme jako rsf = g-h. Proto rsf musi byt
priméarni, takze |rs| = 1. Protoze fo = goho je ¢islo délitelné p v pravé prvni moc-
ning, je pravé jeden z koeficientt go, ho délitelny p. BUNO ptedpokladejme prvni
moznost. Protoze je fi = goh1 + g1ho 1 goh1 délitelné p, musi platit p | g1ho a tudiz
p | g1. Takto pokracujeme dal, az zjistime, Ze vSechny koeficienty go, g1, - - ., gi—1 jsou
délitelné p a protoze je g primarni, musi mit stupen alespon 3.

Piiklad 2. Rozlozte polynom (z + 1)* 4+ 1 nad Q.

Polynom rozepiSeme jako x* 4 422 4 622 4 42 + 2. Vidime, ze prvoéislo 2 déli
vSechny koeficienty krom prvniho a 4 nedéli posledni, proto dany polynom nad Q
dale rozlozit nelze.

Odstépeni nasobnych kofent

Derivact polynomu p(z) = anz" + - - - 4+ ag nazveme polynom P'(z) = na,z" ! +
(n—1)an_12""2 +-- -+ ay. Tuto definici Ize p¥ijmout jako fakt bez toho, Ze bychom
védéli cokoliv o derivacich obecné. Zajimavou vlastnosti derivaci je to, Ze pokud
ma p kofen k nasobnosti ¢t > 1, ma p’ kofen k nasobnosti ¢ — 1. Proto polynom d,
ktery spocitame jako nejvétsi spoleény délitel polynomt p a p’, ma za kofeny prave
ta Cisla, kterd jsou nasobnymi kofeny p. Polynom g mé stejné kofeny jako p, ale
jednonésobné.
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Polynomy a teorie cisel

V mnoha tlohéch, v nichz vystupuji polynomy s celo¢iselnymi koeficienty, vyuzi-
jeme poznatky z teorie Cisel. Asi nejhojnéji vyuzivanym tvrzenim je nasleduji véta:

Véta 6. Nect p je polynom s celociselnymi koeficienty. Pak pro libovolnd dvé celd
cisla j, k platd
j—k1p@)—pk).

Dtikaz této véty neni tézky, staci si uvédomit, ze

p(j)_p(k):al(j—k)+a2(j2—k2)+...+an(jn_xn):
= —K)ar+as(G+k) 4+ +an(GP L R4+ BV,

odtud z celociselnosti koeficientti ihned plyne dokazované tvrzeni.

Priklad 3. Je ddn polynom P stupné alespori 1 s celociselnymi koeficienty. DokaZte,
Ze posloupnost |P(1)|,|P(2)|,|P(3)|,... obsahuje nekoneéné mnoho sloZenych cisel.

Vezméme k takové, ze P(k) ¢ {—1,0,1} (protoZe jde o nekonstantni polynom,
nevyhovi této podmince pouze koneéné mnoho &isel). Polozme P(k) = y. Z predeslé
véty jsou vSechny ¢leny posloupnosti P(k), P(k +y), P(k + 2y) délitelné y. Protoze
je P nekonstantni, obsahuje tato posloupnost i jiné nasobky y nez 0, y, —y a ta musi
byt slozena.

Priklad 4. Pro polynom P plati P(4) = —1, P(6) = 1. Najdéte viechny raciondini
koteny tohoto polynomu vite-li, Ze néjaké md.

Uvazme polynom Q(z) = P(x + 4). Pro néj plati Q(0) = —1, aby byl zlomek
% kofenem polynomu, muselo by byt podle véty 3 r| — 1, tedy » = £1. Analogicky
pokud je ¥ kofenem polynomu R(z) = P(x+6), je u = £1. Proto je-li ¢ racionalnim
kotfenem P, jsou ¢ —4 i ¢ — 6 zlomky tvaru %, kde k je celé. Protoze se lisi o 2 a
kazdy je v absolutni hodnoté nejvyse 1, je jedind moznost ¢ —4 =1, g — 6 = —1,
g = 5. Vime, Ze 5 je kofen polynomu. Pro tplnost dodejme, Ze jakykoliv polynom
tvaru (z — 5)?"*! vyhovi zadani. Na tomto piikladu jsme cht&li ukéazat, ze se v
nékterych tlohéch vyplaci polynom v proménné x prevést na polynom v proménné
x—t (takové t se nazyva stfedem polynomu). Koeficienty takto upraveného polynomu
lze napocitat Hornerovym schématem, z néjz je ziskame jako zbytky po déleni x — ¢.
Neni tézké rozmyslet, pro¢ to funguje.

Polynomy vice proménnych

Polynom k proménnych Ize brat jako polynom, v némz koeficienty nejsou realna
¢isla, ale polynomy k — 1 proménnych. Jde tedy o vyrazy typu
€1,k €n k

e1,1 en1
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Symetrické polynomy

Symetrické polynomy jsou takové polynomy, které nezmeéni svou hodnotu zamé-
nou proménnych. Kazdy symetricky polynom k& proménnych lze ziskat s¢itanim a
nasobenim tzv. elementdrnich symetrickyjch polynomi o1, o, ..., kde o4 je soucet
souéint vSech moznych ¢-tic proménnych, tj.

Jl(xl,...,xk) :$1+$2+"'+$k
0'1(.751,...,:1%) =129 +T1X3 + - + Tp_1Tk
0k<$1,...,xk) = X1x Tk

Pfi feSeni rovnic, v nichz vystupuji polynomy symetrické nebo symetrickym podobné,
se Casto pfevod na symetrické polynomy vyuZije.

Piiklad 5. Reste soustavu rovnic

r+y=3
z® +y° =33

Hodnoty symetrickych polynomu oznac¢ime s = x + y, p = zy. Pak

x° 4+ y5 25(54 — 5p(52 -p)))
33 =3(81 — 5p(9 — p)))
70 =5p(9 — p))
14 =p(9 — p).

Odtud p = 2 nebo p = 7. V prvnim piipadé z = 1, y = 2 nebo naopak, ve druhém
pripadé z,y = &T‘/ﬁ

Symetrické polynomy se vyskytuji také ve zndmych Viétovych vztazich. Pokud
mé polynom p(z) = 2" + ap_12" ' + - + agp kofeny z1,x9,..., Ty, pak ap,_1 =
—01(21,...,2p), Gno = 0a9(x1,...,2,), obecnd an_p = (—1)Fop(xy,...,z,). Pi-
klady na symetrické polynomy lze najit naptiklad v knize J. Herman, R. Kucera, J.
Simsa: Metody Feseni matematickych tloh.
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